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Determinantes y sistemas lineales: ejercicios resueltos (2°
Bachillerato CC)

1. Dado el sistema de ecuaciones
x+my=1
—2x—(m+1y+z=-1
x+(2m—-1Dy+(m+2)z=2+2m
a) Discutir el sistema en funcién del parametro m.
b) Resolver el sistema para m=0.

Solucion
a) Expresemos el sistema en formato matricial:

1 m 0 b 1
-2 —(m+1) 1 (y) = -1
1 2m—1 m+2/ 2z 2+2m
Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes:
1 m 0
-2 —(m+1) 1 =m?-1
1 2m—1 m+2
Calculamos el valor de m para los que el determinante se hace

cero.
m=1
m=-—1
Ahora, aplicaremos el teorema de Rouché-Frobenius a cada
uno de los casos que se nos presenta:
i. Sim#lym=+-1
El sistema es compatible por ser el rango de la matriz de
coeficientes igual a 3, igual al rango de la matriz
ampliada. Es determinado, pues el nUmero de
ecuaciones coincide con el nimero de incégnitas.

i. Sim=1

m2—1=0 = m?=1 =>{

La matriz de coeficientes queda:

1 1 0
—2 —2 1 ]| Podemos observar que la primera y la
1 1 3

segunda fila son iguales por tanto el rango debe ser
menor que 3. Como hay un menor de orden 2 distinto de

1 0
-2 1
coeficientes es 2.

=1 # 0, el rango de la matriz de

cero,

Calculamos ahora el coeficiente de la matriz ampliada:
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1 1 0]1

(—2 -2 1 —1), calculemos el determinante de orden 3
1 1 314

formado por las columnas 2,3 y 4:

1 0 1
-2 1 -1
1 3 4

=0 (lacolumna3eslasumadelalyla?2).

Por tanto, el rango de ambas matrices es 2, coinciden,
por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es
compatible, como el rango es menor que el nimero de
ecuaciones, el sistema es indeterminado.

iii. Sim=-1

La matriz de coeficientes queda:

1 -1 0
—2 0 1 ] siendo su determinante igual a cero.
1 -3 1
Como hay un menor de orden 2 distinto de cero |_01 (1) ,

el rango es 2.

La matriz ampliada queda:

1 -1 0|0
—2 0 1|1 |, puesto que la columna de
1 -3 111

coeficientes es igual que la tercera columna, la matriz
ampliada tiene rango 2, por tanto, por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible. Es
indeterminado pues el rango es menor que el nimero de
incégnitas.

b) Para m=0, el sistema queda:
1 0 0\ /x 1
-2 -1 1 <y> =|-1
1 -1 2/ ‘\z 2

Aprovechando que la primera fila ya tiene dos ceros en
la segunda y tercera columna, resolveremos por el
método de Gauss:

1 0 0|1
—2 —1 1|—-1 ] Aplicando la transformacién
1 -1 212

—2F, +F; > F,
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1 0 0]1
5 1 0]4 ), resolvemos. De la primera fila x = 1; de
1 -1 212

la segunda fila5+y =4 =y =—1; de la tercera fila

1-(-1)+2z=2=y=0

m 0 2 -2
2. Dadas las matrices A = (—2 4 m) yB = ( 0 ) Se pide:
0 1 -1 0
a) Obtener los valores del pardmetro m para los que la matriz A
admite inversa.
b) Param =0, calculad A-ByA™'-B
c) Calculad Bt*-By B-Bt.

Solucién
a) A tiene inversa y su determinante es distinto de cero.
Calculemos el determinante:

m 0 2

-2 4 m|=-m?*—4m—4

0 1 -1
Resolvemos la ecuacién de segundo grado:
-m?—4m—-4=0 = —-(Mm+2)?=0 =>m=-2

Por tanto, la matriz no tiene inversa para m = —2.
b) Para m=0, la matriz queda:

_1
0 0 2 1 /2 2
A=(-2 4 o0 ) siendosuinversa, A7t=(1/, 0 1
0o 1 -1
I, 0 o

o
el

4 0 0
c) Bt~B=(4)yB-Bt=<0 0 0>
0 00

14 0 10 X 2
3. Dadas las matrices A = < 0 7 5 >,X = <y> yB =37/, |. Se pide:
3 4 5k z 11
a) Discutir el rango de la matriz A, en funcion de los valores del
parametro k.
b) Para k=0, calculad, si es posible, A™.
c) Resolved, si es posible, el sistema AX = B,parak = 1.

Solucidn
a) Calcularemos el determinante de A:
|A] = 490k — 490
Si el determinante es distinto de cero el rango de A sera 3:
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490k —490=0 = k=1

Por tanto, si k # 1 el rango de la matriz sera 3

14 0 10
Si k=1, la matriz A queda: A= ( 0 7 5 ) Como hay un
3 4 5
14 0

menor de orden 2 distinto de cero, | =98 # 0, el rango de

0o 7
la matriz sera 2.

b) Por el anterior aparado, el determinante de A es distinto de
cero para k=0. Por tanto, existe su inversa:

\

/

c) Para k=1 la matriz A no tiene inversa (primer apartado), por
tanto, el sistema no serd compatible determinado.
Calculemos el rango de la matriz ampliada, utilizaremos el
método de Gauss:

|
(=Y
w
w

N RN -

[
—
| ol
3|
|~ 5
I
ul|

14 0 10 327

0 7 5 ~ transformacion —3F, + 14F; — F,
3 4 5|11

14 0 10| 2

0 7 5 5 Podemos observar que la tercera fila se
0 56 40148
puede obtener al multiplicar por 8 la segunda. Por tanto, se

trata de un sistema compatible indeterminado. Expresaremos
el conjunto de soluciones mediante un parametro:

z = k; de la segunda ecuacién 7y + k = % =y= 371_42'(, de la
tercera ecuacion: 14x + 10k =2 = x = 1_75" . Por tanto, el
conjunto de soluciones es:
1—-5k 37 -2k 1) vk e R
7 7 14 7

2xtay+z=a
4. Dado el siguiente sistema de ecuaciones{x —4y + (a+ 1)z =1
4y —az =0
a) Discutirlo en funcién de los valores del parametro a.
b) Resolver el sistema para a=1.
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c) Resolver el sistema para a=2.

Soluciéon
2 a 1
a) La matriz de coeficienteses A=(1 -4 a+ 1], calculemos su
0 4 —a

determinante: |4| = a? — 4.
Igualamos a cero para saber cuando el rango de la matriz de
coeficientes es igual a 3.

a=2
a?—4=0 :{az—Z
Por tanto, sia # 2 ya # —2, el determinante de A es distinto de
cero, el rango es 3, el rango de la matriz ampliada (3x4)
también es 3, por tanto, el sistema es compatible por el
teorema de Rouché-Frobenius. Es determinado pues el rango
coincide con el numero de incégnitas del sistema.

2 2 1
Si a = 2 la matriz de coeficientes es (1 -4 3 ) y su

0 4 -2
determinante es cero, el menor ﬁ _24| =—-8-2=-10+0, por
tanto el rango es 2.
2 2 112
La matriz ampliadaes |1 —4 3 |1 |, como la columna de
0 4 =210

términos independientes es igual a la primera columna, la
matriz ampliada también tiene rango 2. Por el teorema de
Rouche-Frobenius el sistema es compatible. Es indeterminado,
pues el numero de incdgnitas es mayor que el rango.

2 =2 1
Si a = -2, la matriz de coeficientes es <1 —4 —1) y su

0 4 2
determinante es cero, el menor ﬁ :ﬂ =—-8+2=—-6#0, por
tanto su rango es 2.

2 =2 1|2
La matriz ampliadaes|1 —4 —1| 1 |, calculemos su
0 4 210

rango utilizando el método de Gauss. Aplicamos la
transformacion F, — 2F, — F,:

2 -2 1|-2
0 6 3|—4 ] Aplicamos la transformacion 2F, — 3F, — Fy
0 4 210
2 -2 1|-2
0 6 3|—4 | Por tanto, el rango de la matriz ampliada es
0O 0 0I-8

3. Como el rango de la matriz de coeficientes es distinto del
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rango de la matriz ampliada el sistema es incompatible
(Teorema de Rouché-Frobenius).

b) Para a=1 el sistema es compatible determinado, por tanto, la
matriz de coeficientes tiene inversa:

2 1 1 1/4 -5 -6
A=(1 -4 2 ;A‘1=§ -1 2 3
0 4 -1 -4 8 9

X ) 4 -5 -6 1 0
Por tanto, <}’>=§-<—1 2 3)-(2)2(0)
V4 -4 8 9 -1 1

c) Para a=2 el sistema es compatible indeterminado (véase el
estudio del apartado a).

2 2 112
La matriz ampliada es: (1 -4 3 1>. Utilizaremos el
0 4 =210

método de Gauss para resolver el sistema.
Aplicamos la transformacion F; — 2F, — F,

2 2 1]2
(0 10 -5 0) Aplicamos la transformacién 2F, — 5F3 — F3
0 4 =210
2 2 1]2
(0 10 -5 0) Igualamos z = k;
0 0 o010

De la segunda ecuacién 10y -5k =0 = y = %k

De la primera ecuacion: 2x +k+k=2 =>x=1—k.
Por tanto, el conjunto de soluciones es:

(1 - k,%,k) vk € R.
1 2 1 -1 0 O
5. Dadas las matrices P = <3 2 2) yJ] = ( 0 2 0>, se pide:
2 3 2 0 0 1
a) Determinar la matriz p~1

b) Determinar la matriz B~1, inversa de la matriz B =pP~1-J1
c) Calcular el determinante de la matriz 42, siendo A = PjP~!

Solucion

2 1 =2
a) P71= ( 2 0 —1)
-5 —-1 4

b) Es muy facil calcular J=! pues J es una matriz diagonal:

10 0
1
-1
=[o = o
J 2
0 0 1
10 0 !
2 1 -2(7' ] =2 5 2
B=P‘1-]‘1=(2 0 —1)0 §o=—2 0 -1
e 1
> —1 47\y 01 5 —- 4
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c) A2=pjp~t.pjp~1 =pJP~1, por las propiedades de los
determinantes:

2 -1 -1 1
|A%| = |PJP~*| = |P||JIIP~*| = |PII/I P Jl=-1-2-1=-2
6. Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, entre otros
metales, oro y plata en las proporciones indicadas en la tabla

adjunta:

Oro (%) Plata (%)

A 100 0
B 75 15
C 60 22

Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcion del
72% de oro y una proporcion del 16% de plata, tomando x gramos
de A, y gramos de B y z gramos de C. Determinense las cantidades x,

Y, Z.

Solucién

Ya se definen el significado de cada una de las variables. La
suma de las masas debe ser la total del lingote:
x+y+z=25
El oro procede de los gramos tomados de cada una de las
aleaciones:
x +0.75y + 0.6z = 0.72 - 25
La plata procede de los gramos tomados de cada una de las
aleaciones:
0.15y + 0.22z = 0.16 - 25
El sistema lineal queda:

x+y+z=25
x+0.75y + 0.6z =18

0.15y + 0.22z =4

Resolviendo el sistema:

1 1 1 1 (100 100 100
A=|1 075 06 |=———(100 75 60

0 0.15 0.22 100\ o 15 22
15 —14 =30
A‘1=<—44 44 80>
30 —30 -50

x 15 -14 =30 25 3
(y) = <—44 44 80 > . <18) = (12)
z 30 -30 -50 4 10

Por tanto, se necesitan 3 gramos de la aleacion A, 12 de By 10
de C.
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2 0 0 1 0 O
7. Dada la matriz A = (0 0 1) y al matriz identidad I = (0 1 0>, se
0 1 0 0 0 1

pide:
a) Calcula la matriz B = (4 —1)(2I + 24)
b) Determinar el rango de las matrices A — 1,42 — 1y A3 — 1
c) Calcular la matriz inversa de A%, en caso de que exista.

Solucion

1 0 0
a) B:(A—I)(21+2A)=2(A2—12)=2(A2—I)=2(0 -1 1)-

0 1 -1
6 0 O 6 0 O
(022>=<000>
0 2 2 0 0 O
0
1

1 0
b)A—I=<O ~1 >;|A—I|:0
~1

0 1
(la segunda y tercera fila son linelamente dependientes).

Hay un menor de orden 2 distinto de cero, por tanto, el rango
es 2.

3 00
A2 —1= (0 0 0) el rango de esta matriz es 1.
0 0 O

2 0 0N/4 0 O 1 0 0
A3—1=AA2—1=<0 0 1)(0 1 0)—(0 1 0)=

0 1 0/\0 0 1 0 0 1
7 0 0
(0 -1 1 ) tiene rango 2, la segunda y tercera fila son

0o 1 -1
linealmente dependientes.

2 0 0\/2 00 4 0 0
c)A6=A3-A3=(001 001=010)
01 .0/\0 10 0 01

1/1 0 0
A‘6=ZO40
0 0 4

8. Despeje X en la ecuacion matricial X(CD)™* = A+ X(D~'c~' — B), siendo
A, B, C, D matrices cuadradas invertibles. Expresar X de la forma
mas simple posible.

Solucion
X(CD)'=A+X(D"¢'-B) = X(CD) '=A+X(CD)"'—XB = XB=A
= X = AB™!
2 0 -1 1 1 -1
9. Para A = <1 0 1 > yB = (—1 0 1 ) determinar la matriz Y tal que

2 1 1 1 1 1

YB=A.

Solucion

Calcularemos el determinante de B para saber si la matriz tiene
inversa:
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1 1 -1
|[Bl=|-1 0 1 |=2, por tanto, existe la matriz inversa:
1 1 1

1 -1 -2 1
B~1 =§ 2 2 0
-1 0 1

12 0 —1\/=1 =2 1\ /-1 —4 1
YB=A =Y =AB =§<1 0 1)(2 2 0)=§<—2 -2 2)

21 1/\-1 0 1 -1 -2 3
x+y+mz=1
10. Dado el sistema de ecuaciones lineales X—y+2z=-2

S5x+(m+1)y+2z=4
a) Discutirlo segun los valores del parametro m.
b) Resolverlo en el caso m=0.
c) Resolverlo en el caso m=2

Solucion

3 1 m
a) La matriz de coeficientes es: A = <1 -1 2)
5 m+1 2
Calcularemos el determinante: |4A| = m? — 4
2
-2

el rango de la matriz de coeficientes

Igualando acero: m?—-4=0 =>m= {
2
-2
es 3 y la de la matriz ampliada también (es una matriz de
3x4), por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es
compatible. Como el nimero de incégnitas es igual al
rango, el sistema es determinado.

Si m = 2, la matriz de coeficientes queda:

Por tanto, sim # {

3 1 2

A= (1 -1 2) el rango es 2 (la tercera columna se puede
5 3 2

obtener restando a la primera columna la segunda columna)

pues hay un menor de orden 2 distinto de cero.

3 1 2|1
La matriz ampliada queda: (1 -1 2 —2). Calcularemos su
5 3 214

rango utilizando el método de Gauss:
Aplicamos las transformaciones F; — 3F, — F, y 5F, — F; —

F;.

3 1 2
(0 4 -4
0 -8 8

31 2
(0 4 —4 7) Por tanto, el rango de esta matriz es 2. Por tanto,

0 0 010
el sistema es compatible (el rango de la matriz de coeficientes

1
7 ) Aplicamos la transformacion 2F, + F; — F;
—-14

1
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c)
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y de la ampliada es el mismo). El sistema sera indeterminado,
pues el niumero de variables es mayor que el rango.
Si m = -2, la matriz de coeficientes queda:

3 1 =2
A=11 -1 2
5 -1 2

El rango de esta matriz es 2 pues hay un menor de orden 2
distinto de cero (nétese que la segunda y tercera columna son
combinacion lineal una de otra).

3 1 -=-2]1
La matriz ampliada queda: <1 -1 2 —2). Calcularemos su
5 -1 214

rango utilizando el método de Gauss:
Aplicamos las transformaciones F; — 3F, — F, y 5F, — F; —

F; .

3 1 =211

<0 4 8| 7 ) Aplicamos la transformacion F, + F3 — F3
0 -4 8I1-14
31 =-2]1

<0 4 8|7 > El rango de la matriz ampliada es 3 y al ser
0 0 O0I1-7

distinto del rango de la matriz de coeficientes el sistema sera
incompatible.

Para m=0 el sistema es compatible determinado.
Calcularemos la solucidn utilizando el método de Cramer:

1 1 0
<—2 -1 2>
4 1 2

= 14| T
3 1 0
1 -2 2 -
5 4 2/l -
- =2 _y
y IA] )
3 1 1
1 -1 =2
N 1 4 a7
Z= I1A] “ 22

Para m=2 el sistema es compatible indeterminado.
Utilizaremos la matriz transformada que hemos utilizado para
calcular el rango en el apartado “a”:

31 211
(0 4 —4 7) El conjunto de soluciones es: z =k;
0 0 010

De la segunda fila: 4y —4k =7 = y = 7+T4k
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De la primera fila: 3x+7:—4k+2k= 1 =>x= —1+TZk

Por tanto, el conjunto de soluciones es:

11.Determine, si es posible, los parametros a y b de modo que se
verifique la siguiente igualdad:

o3 TD+eG =05 )

Solucion

G D=G Y

a(3 _Lll) + b(1 0) = ( 3 :8) Por tanto, resulta el sistema:

5 — 4 1 -2
3a+b =

—4a = -8
5a+4b=-2
—a+b=-5

De la segunda ecuaciodn: a = 2; de la primera ecuacidon b = —-3. De la
tercera ecuacion 5-2 + 4 - (=3) = 10 — 12 = -2 (verifica la tercera
ecuacion)
De la cuarta ecuacién, —2 + (—3) = —5 (verifica la cuarta ecuacién).
Por tanto, la solucibn esa=2y b = -3.

12.Determinar el valor de a para que el rango de la matriz A sea 2:

a=a( )+ 1)

Soluciéon
A= (Za +1 2a ) El determinante de A vale:|4| = —4a? +a + 1
a —a+1

.7 1+17
Resolvemos la ecuacidon —4a’ +a+1=0 = a = ;/_

1+V17
8

Por tanto, si a # , el rango de la matriz serd 2.

2x+(a—1)y—-2z=a
13.Dado el sistema de ecuaciones: 2x+y—az =2
—x+y+z=1-a
a) Discutirlo segun los valores del parametro a.
b) Resolverlo cuando sea posible.

Solucidn
2 a-—-1 =2
a) La matriz de coeficientes es: A=| 2 1 —a |. Calculemos
-1 1 1

el determinante: |4| = a? — a — 2. Resolvemos la ecuacién a? —
a—2=0;a=-1ya=2

Por tanto, para cualquier valor distinto de -1 y 2 el sistema es
compatible pues el rango de la matriz de coeficientes es 3.



b)

aEs Departamento de Matematicas

CARTERAS

2 =2 =2
Paraa=-1, A= < 2 1 1 > el rango de la matriz de
-1 1 1
coeficientes es 2. Calculemos el rango de la matriz ampliada:
2 =2 =2|-1
( 2 1 1]2 ) Aplicamos las transformaciones:
-1 1 112
Fl_F2—>F2yF2+2F3—>F3
2 =2 =2]-1
<0 -3 -3 —3) Aplicando la transformacion F, + F3 — F3
0 3 316
2 -2 -2|-1
0 -3 -3|-3] Por tanto, el rango de la matriz ampliada es 3.
0 0 013

Al ser los rangos de la matriz de coeficientes y de la ampliada
distintos el sistema es incompatible.

2 1 =2
Paraa=2, A= ( 2 1 —2) el rango de la matriz de
-1 1 1
coeficientes es 2. Calculemos el rango de la matriz ampliada:
2 1 =22
( 2 1 =22 ) Aplicamos las transformaciones:
-1 1 11-1
Fl_FZ —>F2yF2+2F3 —)F3
2 1 =2]2
<0 0 0 0) Por tanto, el rango de la matriz ampliada es 2. Al
0 3 010

coincidir el rango de la matriz ampliada y el de la matriz de
coeficientes, el sistema es compatible. Al ser el rango menor
que el niumero de variables el sistema es indeterminado.

Para a=2 y teniendo en cuenta la matriz ampliada utilizada
para calcular el rango, tenemos:

z=k; y=0x=k+1

Por tanto, el conjunto de soluciones es:

(k+1,0,k) vk €R.

Para para cualquier valor distinto de -1 y 2, como el sistema es
compatible determinado puede asegurarse que el determinante
de la matriz de coeficientes es distinto de cero, por lo que es
licito dividir por su determinante |A| = a® —a — 2. Expresaremos
las soluciones en funcidn del parametro a utilizando el método

de Cramer:
a a—1 -2
2 1 —a
l1-a 1 1 _a3—a2—2a_a(a2—a—2)_
= |A]  a?—a-2  a’—-a-2
2 a -2
2 2 —a
-1 1-a 1 _—a2+4a—4_2—a

y= |A] C a?2—a—-2 a+1



aEs Departamento de Matematicas
bﬁ TERAS

2 a-—1 a
2 1 2
1 1 1-—ql 2a*-5a+2 2a-1

|A] T a?-a-2 a+1

Z =



