Razones trigonomeétricas



Medidas de angulos

La medida de angulos se basa en la medida del arco que
intercepta sobre una circunferencia un angulo cuyo vértice es el
centro de aquella.

Grado: Radian:
Un grado es el angulo plano que Un radian es el angulo plano que
teniendo su vértice en el centro de teniendo su vértice en el centro de
la circunferencia intercepta sobre la circunferencia intercepta sobre
la circunferencia un arco de la circunferencia un arco de
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Equivalencia entre grados y radianes

Como la longitud de toda circunferencia es de 2nr, un angulo que
abarque toda ella tiene 2m rad, es decir, 360 grados equivalen a
21 rad. Por tanto:

1 rad es igual a 32620 — 57017'45" 71..

1 grado es igual a 3?;0 =0,0017453 ...rad
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Razones trigonométricas en un
triangulo rectangulo

Dado un triangulo rectangulo, se definen sus razones
trigonométricas respecto de uno de sus angulos a como:

cateto opuesto a
Sena = : = 3 Hipotenusa
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C
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Razones inversas

Las razones inversas del seno, coseno y tangente se denominan,
respectivamente, cosecante, secante y cotangente.
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Calculo de las razones trigonométricas
del angulo de 30°

Si en un triangulo equilatero trazamos una de las alturas, queda
dividido en dos tridngulos rectangulos con angulos de 30° y 60°

El triangulo ABC es equilatero y el triangulo ADC es rectangulo,
un cateto es la mitad de la hipotenusa (AC=2AD).
La altura CD se puede calcular utilizando el teorema de
2
Pitagoras: AC2 = AD? + CD? = [2 = (é) + CD?

3 V3
CD? ==12 = (D = —1
4 2

Ya podemos calcular las razones trigonométricas:

300 cateto opuesto 3 1
sen = ====
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Calculo de las razones trigonométricas
del angulo de 60°

Si en un triangulo equilatero trazamos una de las alturas, queda
dividido en dos tridngulos rectangulos con angulos de 30° y 60°

El triangulo ABC es equilatero y el triangulo ADC es rectangulo,
un cateto es la mitad de la hipotenusa (AC=2AD).
La altura CD se puede calcular utilizando el teorema de

2
Pitagoras: AC2 = AD? + CD? = [2 = (é) + CD?

3 V3
CD? =-=1>=(CD =—1
4 2
Ya podemos calcular las razones trigonométricas:
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Calculo de las razones trigonométricas
del angulo de 45°

Si en un cuadrado trazamos una de las diagonales, queda dividido
en dos tridngulos rectangulos isésceles con dangulos de 45°.

El triangulo ABC es rectangulo e isdsceles, por lo que AB=BC. & C

Podemos calcular el valor de la hipotenusa utilizando el teorema
de Pitdgoras: AC?> = AB? + BC? = AC? = 1?> + |?
AC? =212 = AC =21

Ya podemos calcular las razones trigonométricas:
cateto opuesto [ 1 V2

hipotenusa /2] N A P

sen45° =

cateto contiguo [ | W V& o _ cateto opuesto I
_ = — = tg45 == . =-=1
hipotenusa V21 2 2 cateto contiguo 1

cos450 =



Ampliacion del concepto de angulo |

Origen de los angulos

Sentido negativo: igual al
movimiento de las agujas de un
reloj.




Ampliacion del concepto de angulo |l

Angulo de -405°

/\ Angulo de -450=— i?‘[ rad
\J Angulos mayores de 360°
11700 = 3-3600 + 90° = 6n+§ rad

72450 = 20-360° + 450 = 40n+§ rad




Razones trigonomeétricas de cualquier
angulo |

Para un angulo agudo

X
ordenada 'y abcisa X

seno = = — CoSX = - u
radio r radio r

ordenada y sena
tg(x = - =1 — =
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Razones trigonomeétricas de cualquier
angulo Il

Es posible extender la definicion de las razones trigonométricas a
cualquier angulo que no sea agudo (presente en un triangulo

rectangulo) r\

Yy r

X

ordenada 'y abcisa X
seno = = CosSt = =

radio ; radio r

ordenada y sena
tga = - =] — =
abcisa X  CosQ




La circunferencia goniomeétrica

Las razones trigonométricas no dependen del radio de la circunferencia
elegida para definirla, pues los triangulos que se forman son semejantes.
La circunferencia mas sencilla para definir las razones trigonométricas
tiene por radio uno y se denomina circulo unitario o circunferencia

goniométrica.
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Signo de las razones trigonomeétricas

El signo de las razones trigonométricas dependera del cuadrante donde se
encuentre el angulo:

Seno Coseno Tangente




Relacion fundamental

2

sen’a + cos’a =1

Sena = cosd =

SR

r

Utilizando el teorema de Pitagoras:

r?=x%+1y?
Dividiendo ambos miembros de la
igualdad por % queda:

7,.2 x2 yZ

2Tzt
Simplificando:

2
1=(3) +(3)

Es decir:

1 = sen®a + cos?a

2




Relacion entre las razones de angulos
suplementarios

Angulos suplementarios a y 180° — a

sen(180° — ¢ ) = sen «

cos(180° —a) = —cos «

tg(180° —a) = —tg a




Relacion entre las razones de angulos
que distan 180°

Angulos ¢ y 180° + «

sen(180° + @) = —sen «
cos(180° + @) = —cos «

tg(180° + a) = +tg a




Relacion entre las razones de angulos
opuestos

Angulosay — a

sen(—a ) = —sen a

cos(—a) = cos a

tg(—a) = —tg a




Relacion entre las razones de angulos
complementarios

Angulos @ y 90° — a

sen(90 —a ) = cos o

cos(90 —a) = sen«a

tg(90 — a) = cotg «a




EJEMPLOS



Ejemplo: calculo de las razones
trigonomeétricas

Calcula las restantes razones trigonomeétricas sabiendo que:

4
cosa=§;270°SaS360°

Solucion:

Cémo el angulo se encuentra en el cuarto cuadrante el seno y la tangente seran
negativos.

Utilizando la relacién fundamental podemos calcular el seno:

2
4
sen’a + cos’a = 1;sen a+( ) = 1, por tanto:

La tangente la caIcuIamos ut|I|zando su definicidn:

. _sena 7§ 3
ga_cosa_ﬁ_ 4
5




Ejemplo: simplifica una expresién
trigonomeétrica

Simplifica la siguiente expresion: sen @ —

tg a
Solucidn:
, sena . Ny
Como tga = p— sustituyendo en la expresion:
1 1 sena - cosa
sen @ —— = sena = = cosa
tg a Rk i sena

cosa



Ejemplo: resolucion de un triangulo
rectangulo

Resolver un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 3 cm y uno de sus
catetos 1 cm.

Solucion:

Utilizando el teorema de Pitagoras, podemos calcular el otro
cateto:

AC? = CB? — AB?; AC?=3%2-1%2=8; AC=+/8

Podemos ahora calcular los angulos utilizando la calculadora y las
funciones inversas de las razones trigonométricas:

AB 1 1
cosB = BC —3'POT tanto buscamos un angulo cuyo coseno sea 3
B=70,520 lcm

Por tanto, como la suma de los angulos debe ser 180° el angulo C
mide 19,08°



Ejemplo

Una escalera de 4 metros esta apoyada contra la pared. ¢ Cudl sera su angulo de
inclinacidn si su base dista 2 metros de la pared?

Solucion:

Podemos calcular el angulo utilizando el coseno del angulo B:

AB

B:—:—
coS BC 4

1
2

Por tanto, el angulo cuyo coseno es un medio es el angulo de 60°.




Ejemplo

Calcular la altura de una torre sabiendo que su sombra mide 13 m cuando los
rayos del sol forman 502 con el suelo.

Solucion:

Podemos calcular la altura utilizando la tangente del angulo B:

L4500 — AC 13
9> = UB ~ 4B
Sabiendo que tg50° es aproximadamente 1,19:

13 13
13 m
AB = - —10,92
tg50° 1,19 '



FORMULAS TRIGONOMETRICAS



Razones de la suma vy la diferencia de

angulos

-~

Suma de angulos:

o

~

sen(a + f) = senacosf + cosa sen

cos(a + ) = cos acosf3 —sena sen f§

tga+tgp
1+tgatgp

tg(a +pB) =

J

D

.

Diferencia de angulos:

DY

sen(a — f) = sen acos B — cosa sen f3

cos(ax — ) = cos acosf + sena sen

tga —tg p
1+tgatgp

tgla —p) =

/




Razones del angulo doble y el angulo

cen 20 = 2sen ¢ cos « \

cos2a = cos?® a — sen‘a

mitad

Angulo doble

Angulo mitad

an

2

a
2

a

\Q ¥/}

sen— = +

cos— =+

2

Jl I

1+ cosa
2

]

1—cosa

1+ cosa /




Transformacion de sumas en

productos
4 )
a+pf a—
sen a + sen B = 2sen cosS
2 2
a+p a—p
sen a — sen 5 = 2cos S sen —
\_ J
/ a+pf a—pf
cosa + cos S = 2cos cos
2 2
a + a—pL
cosa — cosf§ = —2sen S sen—

Y




Ecuaciones trigonométricas

En las ecuaciones trigonomeétricas las incognitas son angulos a los que se aplica
una funcion trigonométrica.

La solucidn se expresa como la medida de un angulo mas un niumero entero de
vueltas.

Ejemplo:
2cosx =—2

Despejando cos x:

V2
Cosx = ——

Los angulos cuyo coseno es — \/;, son 1359y 2250,

Por tanto las soluciones son:
x,=1350 + 2km, Vk € Z
x,=2250 + 2km, Vk € Z



RESOLUCION DE TRIANGULOS



Teorema del seno

En cualquier triangulo de angulos 4, B yC, y de lados a, b y ¢, se verifica que:

a b c
=~ = =~ = A A
senA senB senC
Demostracion: c
En el triangulo rectangulo AMB se verifica
~  AM
que senB = — B
a M
En el tridngulo rectangulo AMC se verifica
AM

que senC = >

Despejando AM de las anteriores expresiones e igualando queda:

Cc

A = ] b
b senC = c senB, despejando, . B
senB senC

La otra igualdad se obtiene utilizando de forma analoga la altura sobre c



Teorema del coseno

En cualquier triangulo de angulos 4, B yC, y de lados a, b y ¢, se verifica que:
a? = b? 4+ ¢? — 2bc cosA
b? = a? + c?> — 2ac cosB

c? =a?+ b%—2ab cosC




Teorema del coseno (demostracion)

Trazando la altura sobre el lado a se obtienen dos triangulos

y . -, A
rectangulos. Teniendo en cuenta el triangulo ABM
C
Sen§=%=>AM=csen§y cos§=¥=>BM=ccos§ b
Aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo AMC B Y

b? = AM? + (a — BM)? sustituyendo los valores obtenidos de AM y BM.

A AN 2 ~ A ~
b? = AM? + (a — BM)? = ¢ 2sen’B + (a — ccos B)" = ¢ 2sen?B + ¢ 2cos?B + a? — 2ac - cosB
Sacando factor comun a c? y teniendo en cuenta la relacién fundamental:

b%2=¢ 2(senzl§ + COSZB) +a%—2ac-cosB=a%*+c?-2ac-cosB

El resto de igualdades se demuestran de forma analoga trazando las otras dos alturas



Resolucién de un triangulo

Conocidos los tres lados
Se aplica el teorema del coseno para obtener dos angulos
Se utiliza el hecho de que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.

Conocidos dos lados y el angulo que forman
Se aplica el teorema del coseno para obtener el lado que falta
Se utiliza el teorema del seno para calcular otro angulo
Se utiliza el hecho de que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.

Conocidos dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos
Se aplica el teorema del seno para obtener el otro angulo opuesto
Se utiliza el hecho de que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.
Se aplica el teorema del seno para calcular el otro lado

Conocidos un lado y dos angulos
Se utiliza el hecho de que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.
Se aplica el teorema del seno para obtener los otros dos lados



Conocidos tres lados

Resuelve el triangulo que tiene por lados 22, 15y 17

Solucion:

Sean los lados a= 15, b=22 y c =17. Aplicando el
teorema del coseno:

—a?+b%+c%2  —-255+484+289

Cos A = T o = 07326 por tanto
A = 42°54" E
B— —b*+a?+c?> _ —484+255+289 0’588 por tanto
COSbB =" 510 _ P © 2
B = 86°38' "
~  —c’+a’+b?> -289+225+484 ;
cos C = T 0 = 06363 por tanto

C =50°28'



Conocidos dos lados y el angulo
comprendido

Resuelve el triangulo que tiene por lados 10, 7 y el angulo comprendido es de
30°.

Solucion:

Sean los lados a= 10, b=7y C = 30

Aplicando el teorema del coseno:

¢2 =\ a? + b2 — 2ab cos ¢ = V100 + 49 + 140 cos 30° = 5,27

Aplicando el teorema del seno para calcular el otro lado:

— = - = sen B =
sen B sen(C C

A

b c . bsenC S reo
B = 138922'7"

La solucidon sera B = 41°37'52", ya que a > cy el angulo obtuso serd A. Para calcular 4
basta recordar que la suma de los angulos de un triangulo son 180°.

A =180°—30° —41°37'52" = 108°22'8"



Conocido dos angulos y un lado

Resuelve el triangulo de la figura

Solucion:

A =180° — 1052 — 45° = 3(°

BC=6

Aplicando el teorema del seno calculamos los otros lados:

a-sen B \/5/2
sen A /2
a-senC sen 105°
c = =6 - =11'6

sen A sen 300



Conocidos dos lados y el angulo
opuesto a uno de ellos

Resuelve el triangulo de la figura A

Solucion:

Aplicando el teorema del seno calculamos A:

A a ~ 4 )
send = ;SQTLB = msenBOO = 0'97 si

R A — 720
send = 0'97 = {;__170550. Puesto que tenemos la figura y el triangulo es acutangulo

seleccionamos A = 759, por tanto, el otro dnguloes C = 75°,

Podemos calcular la longitud del otro lado utilizando el teorema del seno, pero como el
triangulo es isosceles, el lado ¢ mide 4.



