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Lugares geomeétricos: ejercicios resueltos (1° Bachillerato CC)

1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que tiene su centro en la recta,
3x- 2y = 5y que pasa por los puntos (1,1) y (6, 2)

Solucién
Sea el centro de la circunferencia C = (¢;,¢,). Como pertenece a la recta:

C = (C1,3c12—5)'

Como pasa por los puntos (1,1) y (6, 2), la distancia del centro a cada
uno de ellos debe ser la misma, por tanto:

e a) = oo (o)

Elevando ambos miembros de la ecuacion al cuadrado:

2 2
(c;— 12+ (3C1275— 1) =(c;—6)* + <3612 >_ 2)

Desarrollando:

9¢,?2 —54c1 + 81
4

9c,? —42c1+49

612_2C1+1+ 4

c,2—12c1 + 36+

Simplificando:
—8¢; +4 4 9c,% — 42¢, + 49 = —48¢; + 144 + 9¢,% — 54¢; + 81
_8C1 + 4‘ - 4‘2C1 + 49 = _48C1 + 144‘ - 54‘C1 + 81

—50¢; + 53 = —102¢; + 225

172 43
“T%52 T 13
43

_3¢,—-5_ 3'73—5 32
=T T T3

43 32
Por tanto, el centro es C = (—,—)

13°13

El radio se puede calcular utilizando la distancia del punto C a cualquiera
de los puntos dados:

2

_ (43 12 32 ) V1261
-
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Por tanto, la ecuacién de la circunferencia queda:

(+-55) +(-35) ~ew

Nota.- Se puede obtener la misma solucion calculando la mediatriz del
segmento formado por los dos puntos dados. El centro se encontrara en
la interseccién de la mediatriz con la recta dada. Posteriormente se
puede calcular el radio como la distancia del centro a uno de los puntos.

2. Calcula el radio y el centro de la siguiente circunferencia:
3x2+3y2+6x—12y—48=0

Solucién

Vamos a expresar la ecuacidn de la siguiente forma
(x—c)’+(y—c)*=7r?

Dividimos entre 3 toda la expresion:
x2+y2+2x—4y—16=0
Agrupando en suma de cuadrados:
(x+1)2—-1+(@y—-2)2—-4-16=0

Despejando:
(x+1D?+(y—-2)2=21
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(x= (D) + (-2 =21
Por tanto, el centro es €(-1,2) y su radio r =21

3. Calcula la ecuacion de la circunferencia de didametro AB siendo
A(-=1,5) yB(3,-7).

Solucion

El radio de la circunferencia sera la distancia de uno de los puntos al
centro y el centro el punto medio del segmento AB.

_<—1+3 5+ (=7)

“\T 2 T 2 ):(1,—1)

r=(-1-12+(5-(-1))2 = V4 + 36 = V40

La ecuacion queda:
(x—1D%?+@+1)?2=40

4. Dados los puntos A(1,3), B(4,4), C(3, 1), hallar la ecuacién de la
circunferencia circunscrita al tridngulo que determinan.

Solucion

Como los tres puntos pertenecen a la circunferencia podemos sustituir
en la ecuacién general obteniendo un sistema lineal de tres ecuaciones
con tres incégnitas que podremos resolver:

124+324+A4-1+B-34+C=0
42 + 424+ A-4+B-4+C=0
324+12+A4-3+B-1+C=0
Simplificando:

A+3B+C=-10
4A+4B +C=—-32
3A+B+C=-10

Resolviendo el sistema obtenemos: 4 = —%;B = —%; Cc=12

5. Hallar la ecuacién de la circunferencia que es tangente al eje de abscisas
3
21

en el punto A(6,0) y es tangente a la recta de ecuacién % + ”

Solucion

El centro de la circunferencia buscada se encuentra en la recta x=6,
perpendicular al eje de abscisas y que lo corta en A. Este punto, debe
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tener la misma distancia al eje de abscisas que la distancia a la recta
que nos proporcionan.

Sea C = (6,¢) el centro de la circunferencia. Podemos poner:

d(C,4) = d(C,7)

d(C,A) =c
i __ 3c—40
6 4 |3c—40|
d(C,r) = =
/ 1 i 5
_6 — 64
Por tanto:
|3c — 40| 3¢c—40=5c=c=-20

=c=>|3c—40|=5c=>{

5 —3c+40=5¢c=c=5

6. Determina la posicidn relativa que ocupan las circunferencias:
{x2+y2+2x—4y—4=0
x2+y2—-12x —16y =0
Solucién

Vamos a expresar las ecuaciones de tal forma que podamos conocer el
centro y el radio de las circunferencias:

Primera circunferencia:

X24yi+2x—dy—4=0= (x— (1)) -1+ (@ —-2)2-4-4=0

(x — (—1))2 + (y — 2)? = 32 Por tanto, el centroes ¢; = (-1,2) yr, =3
Segunda circunferencia:

x2+y2—-12x—-16y=0 > (x—6)>—-36+(y—8)2—-64=0

(x —6)? + (y — 8)% = 102 Por tanto, el centro es ¢, = (68) yr, = 10

Calculamos la distancia entre los centros de ambas circunferencias:

d(C,,C) =+/(=1—-6)2 + (2—8)2 =49 + 36 = V85

Calculamos la suma y diferencia de la longitud de los radios:
rn+rn=3+10=13
n—1r=10-3=7
Comor, —r, <d(Cy,C,) <1 + 1, las circunferencias son secantes (dos
puntos de corte).
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7. Calcula los elementos principales de la parabola y? = 6x y dibuja su
gréfica.

Solucion

Se trata de una ecuacion reducida de la parabola y? = 6x = 2 - 3x, por
tanto, el vértice se encuentra en el origen de coordenadas, y su eje de
simetria es el eje de abscisas.

3 3
El foco es el punto F (E' O) y la directriz x = -3

e

8. Calcula la tangente a la parabola y? = 6x en el punto P(6,6). (la tangente
es la bisectriz del angulo que forman el radiovector PF y la recta
perpendicular por P a la directriz).

Solucién
Se trata de una ecuacion reducida de la parabola y? = 6x = 2 - 3x, por
tanto, el vértice se encuentra en el origen de coordenadas, y su eje de
simetria es el eje de abscisas.

El foco es el punto FG.O) y la directriz x = -2

Calculemos la recta que pasa por los puntos Py F.

=

-6 -6
=yT = 4x—-3y—-6=0

o
|
N w
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La recta perpendicular a la directriz que pasa porPes y=6 =y—-6=0

Para calcular la bisectriz tomaremos un punto genérico
R(x,y) perteneciente a la bisectriz. Este verifica que la distancia a ambas
rectas es la misma, por tanto:

|4x —3y —6] |y —6] |4x — 3y — 6] |y —6|
TPy e 5 1
\/42+(_3)2 \/0 +1

Existen dos soluciones que vienen dadas por:
4x -3y —6=5(y—6) =>4x—8y+24=0
4x —3y—6=-5(y—6)=4x+2y—36=0

Para decidir cual de éstas rectas es la tangente calculamos el punto de
corte de ambas rectas con el eje de abscisas. Si el punto de corte no
gueda “encerrado” por la parabola, dicha recta se correspondera con la
tangente.

Paray=0; 4x—8:-0+24=0 = x =-6
Paray=0;4x+2-0-36=0=>x=9

Por tanto, la tangente es 4x—-8-0+24 =0

10

EUSSLUIAN TURRIIRAN SRS S R

9. Calcular el vértice, el foco, el eje y la directriz de la parabola:
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Solucion

Expresemos la ecuacién agrupando las variables como el cuadrado de
una diferencia en la variable y:

y2—4y—8x+36=0=(y—-2) -4-8x+36=0= (y—2)> =8(x—4)
Por tanto, el vértice es V(4,2).
Para calcular el foco necesitamos: 2p =8 = p=4 =d = g =2
El foco es F =V (v, +2,v,) (4 +22) = (62)

La directriz es paralela al eje OY y dista del vértice g unidades:

dEx=v1—3=4—2=2
2
. dx=2
4
F=(82)
2 o o
V=1(4 2)

0 4 b 8 10 12

-2 !

-4

10.Calcula el valor de k para que la recta y = 2x + k sea tangente a la
parabola y = 2x? — 1.
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Solucion

Un punto genérico de la parabola es P(x,2x% — 1), si la recta es tangente
en es punto a la parabola debe verificar la ecuacién de la recta:

2x2—1=2x+k
Transponiendo términos:
2x2=2x+(-1—-k)=0

Resolvemos la ecuacién de segundo grado:

2+./22-4-2-(-1-k) 2+V12+8k
x: =
4 4

Puesto que la recta debe ser tangente, esta ecuacién no puede tener
mas que una solucién, por tanto, el discriminante debe ser cero:

12+8k =0 k 12 >
= f—1 —_— —_—— = —_——
8 2

11.Calcula la ecuacién de la elipse formada por los puntos cuya suma de
distancias a F(1,—1) y F'(7,1) es igual a 10.

Solucion

Sea P(x,y) un punto genérico de la elipse. Debe verificarse:

d(P,F) =+/(x —1)2 + (y + 1)2

d(P,F") =/(x = 7)2 + (y — 1)2

d(P,F)+d(P,F)=10 = Jx-1D2+ @@+ 12+ Jx-7)2+ (@ -1)2=10

Despejando:

(x—12+ (@ +1)2 =100+ (x — 7)% + (y — 1)? — 20,/ (x — 7)% + (y — 1)2

—(x—1D?-(@+1D2+100+ (x -7+ (y — 1)?

= V&= + - D?

20
R A N R
_ _ 2
() = -2+ -1

9x2 + y? + 6xy — 222x — 74y + 1369

— 42 2 _ _
R x“ 4y —14x -2y + 50
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9x2 4+ y? + 6xy — 222x — 74y + 1369 = 25x2 + 25y% — 350x — 50y + 1250
Ecuacién de la elipse:

16x% + 24y? — 6xy — 128x + 24y — 119 =0

10

o x| (y-4)?
12.Encuentra los elementos principales de la elipse > + 5

= 1. Realiza

una representacién grafica.

Solucion
El centro de la elipse es €(0,4)
Longitud el semieje mayor: 5
Longitud del semieje menor: 3
Semidistancia focal: V52 — 32 =16 = 4

Los focos son: F(—4,4) y F'(4,4)
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D
e
64 CD=3
/ 5
A F=(44  CF=4 CF=4 F=(44
' I S " P +
AC=5 Cc=(04)
3
2
e
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

13.Calcula la ecuacién reducida de la elipse cuya distancia focal es 16 y
cuyo semieje mayor tiene longitud 10.

Solucion

El centro de la elipse es €(0,0), pues nos piden la ecuacién reducida. Al
ser la distancia focal 16 los focos son los puntos F(8,0) y F'(—8,0).

En una elipse siempre se cumple que a? = b? + ¢?, donde a es el semieje
mayor, b es el semieje menor y c la semidistancia focal, por tanto:

102 =b02+82 =100=0b%2+64 =b=V36=6
Por tanto, el semieje menor tiene una longitud de 9. Por tanto, la

ecuacion reducida es:

x2 y2

100 T36 1

F=(8,0

g
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L . x? 2
14.Calcula la ecuacion de la tangente a la elipse 75 + % = 1 en el punto de

abscisa 5.
Solucién

La ordenada en x=5 es 0, por tanto buscamos la tangente en el punto
P(5,0).

Como el punto pertenece al eje mayor, la recta tangente debe ser
perpendicular al eje, por tanto, la recta buscada es x=5.

15.Calcula la ecuacién de la elipse cuya suma de distancias a
F(8,0) y F'(—8,0) vale 20.

Solucion

La semidistancia focal es 16 y el semieje mayor vale 10. En una elipse
siempre se cumple que a? = b% + ¢?, donde a es el semieje mayor, b es el
semieje menor y c la semidistancia focal, por tanto:

102 =b%2+82 = 100=b*>+64 =b=V36=6

Por tanto, la ecuacién de la elipse es:

2 2

X y _
100 T36 1
- . 64
16.Halla la ecuacién de la elipse que pasa por el punto P (6, E) y Cuyos

semiejes mayor y menor son proporcionales, respectivamente a 5y 4.
Solucién

La ecuacion de la elipse se puede expresar como:

2 2

X X
25n2  16n2

Al pertenecer el punto P a la elipse:
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17.Calcula la ecuacién de la elipse cuyo centro es C(2,1), uno de los

P .. 3
veértices A(7,1) y la excentricidad € = 5

Solucion

.. . b2 3 ..
La excentricidad de la elipse es € = /1 == el semieje mayor vale 5
(distancia entre uno de los vértices y el centro de la elipse).
b2

3
1—§=§=> 25—b2=3 = 25—-h%2=9 =h=4

Por tanto, la ecuacién de la elipse es:

_ 2 _ 2
(x=2? =D _

1
25 16

18.Calcula los elementos principales de la hipérbola 4x% — 9y? = 36.
Solucién
Transformando la ecuacién (dividiendo por 36 y simplificando):

4x%  9y? x?  y?
36 36 9 4

Por tanto:
El semieje real (a) vale 3
El semieje imaginario (b) vale 2

La semidistancia focal ( ¢ ) puede calcularse gracias al teorema de
Pitagoras y su relacion con los semiejes real (a) e imaginario (b):

2=a?+b?= 2=32+22=c¢c=+13
El centro es €(0,0)
Los focos son F(V13,0) y F'(—V13,0)
Los vértices son A(3,0),4'(—3,0),B(0,2) y B'(0,-2)

, 2 2
Las asintotas: y = Xy =-3x
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19.Calcula la ecuacién reducida de la hipérbola pasa por V(2,0) y una de sus

’ 1
asintotas es y = >X:

Solucion

. ’ b 1 . ..
Como la pendiente de la asintota es — =5/ €s decir, el semieje real es dos
veces el semieje imaginario.

El centro es ¢(0,0), por tanto, podemos expresar la ecuacion de la

. . o x2 _ﬁ_
hiperbola: @y 2= L

Puesto que V(2,0) pertenece a la hipérbola:
2 02—1: 4—1=>b—1 =2
(b2 b2~ 42 = -hyaes

2 2
La ecuacién reducida de la parabola es: - -2 =1

20.Calcula los vértices, los focos, las asintotas y la excentricidad de

2 2

X y
—= 4+ =1

25 144

Solucion

En este caso el eje focal se encuentra situado en el eje de ordenadas.
2
y

el 1, por tanto,

L, x2
Podemos expresar esta ecuacion como —5—2 +
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c2=a’+b*= c2=52+122 = c=+169 =13

Por tanto, los focos son F(0,13) y F'(0,—13), el centro es el punto €(0,0).
Los vértices de la hipérbola son: B(5,0),B'(-5,0) y A(0,12)y A'(0,—12).

’ 12 1
Las asintotas son y = —X;y=—oX.

21.Calcula el parametro m para que la recta y = x + m sea tangente a la
hipérbola x? — 2y? = 4.

Solucion

Podemos caracterizar un punto de la recta como P(p,p +m).
Sustituyendo en la ecuacién de la hipérbola:



aEs Departamento de Matematicas
hﬂ TERAS

p*—2(p+m)* =4 = p®>—2p*-2m* —4pm =4 = —p? —4pm —-2m* —4 =0

Resolviendo la ecuacion de segundo grado en p, el discriminante de la
ecuaciéon quedara:

(—4m)? —4-(—1) - (—2m? — 4)
Igualando a cero (nos piden que la recta sea tangente, por tanto, el
discriminante debe ser igual a 0):

(—4m)2 —4-(=1)-(-2m®—4)=0;16m?>—8m2 —16 =0; 8m%2—16 =0

Por tanto, las rectas son: y =x++v2; y=x—+2




