
Números complejos



Definiciones

La unidad imaginaria, que designaremos por i, es el número −1

El conjunto de los número complejos ℂ se define por:
ℂ =  𝑎 + 𝑏𝑖 𝑎 , 𝑏 ∈ ℝ

En un  número complejo se distingue una parte real y una parte 
imaginaria.

Con los números complejos se pueden expresar soluciones de 
ecuaciones en el conjunto de los números complejos que no 
tienen solución en el conjunto de los números reales.

Dos números complejos son iguales si tienen la misma parte real y 
la misma parte imaginaria.



Ejemplos

El número complejo 2-3i tiene como parte real 2 y como parte 
imaginaria -3.

El número complejo 4i sólo tiene parte imaginaria y vale 4.

El conjunto de los números reales está incluido en el conjunto de 
los números enteros: son aquellos cuya parte imaginaria es nula.

La ecuación 𝑥2 + 9 = 0 tiene solución en el conjunto de los 
números complejos:

𝑥2 = −9 ; 𝑥 = ± −9 = ±3 −1 = ±3𝑖



Forma binómica

A la expresión del tipo z = a + bi se le denomina forma binómica
de un número complejo.

Al valor a se le denomina parte real y se expresará como a = Re(z)

Al valor b se le denomina parte imaginaria y se expresará como b = Im(z)

Sobre el plano euclídeo se puede 
representar un número complejo, el eje de 
abscisas (eje real) se representará la parte 
real y en el eje de ordenadas (eje 
imaginario) se representará la parte 
imaginaria. Todo número complejo queda 
asociado con un punto del plano 
denominado afijo siendo su vector de 

posición 𝑂𝑃.



Opuesto, conjugado y módulo

El conjugado de un número complejo es otro número complejo 
con igual parte real y con su parte imaginaria opuesta. Se 
representa por  𝑧

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 su conjugado es  𝑧 = 𝑎 − 𝑏𝑖

El opuesto de un número complejo la parte real opuesta y la parte 
imaginaria opuesta. Se representa por −z

z = a + bi su opuesto es −z = a − bi

El módulo de un número complejo es el módulo del vector de 
posición de su afijo. Se representa por 𝑧

z = a + bi el 𝑚ó𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑠 𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2



Ejemplos

𝑧 = −3 + 2𝑖

El conjugado es:  𝑧 = −3 − 2𝑖

El opuesto es: −𝑧 = 3 + 2𝑖

El módulo es: 𝑧 = −3 2 + 22 = 13

𝑧 = 1 − 2𝑖

El conjugado es:  𝑧 = 1 + 2𝑖

El opuesto es: −𝑧 = −1 + 2𝑖

El módulo es: 𝑧 = 12 + (−2)2= 5

𝑧 = −3𝑖

El conjugado es:  𝑧 = 3𝑖

El opuesto es: −𝑧 = 3𝑖

El módulo es: 𝑧 = 02 + (−3)2= 3



NÚMEROS COMPLEJOS: OPERACIONES



Suma de números complejos

La suma de dos número complejos es otro número complejo cuya 
parte real es la suma de las partes reales de los sumandos y la 
parte imaginaria es la suma de las partes imaganinarias de los 
sumandos. Para restar, sumaremos el opuesto del sustraendo.

𝑧1 = −3 + 2𝑖 𝑧2 = 1 + 𝑖

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = −3 + 2𝑖 + 1 + 𝑖 = −2 + 3𝑖

𝑧1 = 4 − 2𝑖 𝑧2 = −1 + 2𝑖

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = 4 − 2𝑖 + (−1) + 2𝑖 = 3

𝑧1 = −3 + 2𝑖 𝑧2 = 1 + 𝑖

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 = −3 + 2𝑖 − 1 − 𝑖 = −4 + 𝑖

𝑧1 = 4 − 2𝑖 𝑧2 = −1 + 2𝑖

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 = 4 − 2𝑖 + 1 − 2𝑖 = 5 − 4𝑖

Ejemplos

v



Producto de números complejos

El producto de dos números complejos es otro número complejo 
que se obtiene aplicando la propiedad distributiva y teniendo en 
cuenta que 𝒊𝟐 = −𝟏.

Ejemplos

𝒛𝟏 = −3 + 2𝑖 𝒛𝟐 = 1 + 𝑖

𝒛𝟏 · 𝒛𝟐 = −3 + 2𝑖 · 1 + 𝑖 = −3 − 3𝑖 + 2𝑖 + 2𝑖2 = −5 − 𝑖

𝒛𝟏 = 4 − 2𝑖 𝒛𝟐 = −1 + 2𝑖

𝒛𝟏 · 𝒛𝟐 = 4 − 2𝑖 · −1 + 2𝑖 = −4 + 8i + 2i − 4𝑖2 = 10𝑖



Inverso de un número complejo

Todo número complejo distinto de cero tiene inverso, esto es, un 
número complejo que multiplicado por el primero da como 
resultado 1.

Para calcular el inverso de un número complejo basta con realizar 

los siguientes cálculos: 𝑧−1 =
1

𝑧
=

1

𝑧
·

 𝑧

 𝑧
=

 𝑧

𝑧 2

Ejemplos

𝑧 = 3 − 2𝑖 𝑧−1 =
1

3 − 2𝑖
=

1

3 − 2𝑖
·
3 + 2𝑖

3 + 2𝑖
=
3 + 2𝑖

13
=

3

13
+

2

13
𝑖

𝑧 = 1 + 3𝑖 𝑧−1 =
1

1 + 3𝑖
=

1

1 + 3𝑖
·
1 − 3𝑖

1 − 3𝑖
=
1 − 3𝑖

4
=
1

4
−

3

4
𝑖



División de números complejos

Para dividir dos números complejos basta con calcular el inverso 
del divisor y multiplicarlo por el dividendo.

Ejemplo

𝒛𝟏 = −3 + 2𝑖 𝒛𝟐 = 1 + 𝑖

𝒛𝟏
𝒛𝟐

= 𝒛𝟏 · 𝒛𝟐
−𝟏 = −𝟑 + 𝟐𝒊 ·

1

2
−
1

2
𝑖 = −

3

2
+ 1 +

3

2
𝑖 + 𝑖 = −

1

2
+
5

2
𝑖

𝒛𝟐
−𝟏 =

1

1 + 𝑖
=

1

1 + 𝑖
·
1 − 𝑖

1 − 𝑖
=
1 − 𝑖

2
=
1

2
−
1

2
𝑖



Propiedades del conjugado

𝑧 +  𝑧 = 2𝑅𝑒 𝑧

𝑧 −  𝑧 = 2𝐼𝑚 𝑧 𝑖

𝑧 ·  𝑧 = 𝑧 2

 𝑧1 +  𝑧2 = 𝑧1 + 𝑧2

 𝑧1 ·  𝑧2 = 𝑧1 · 𝑧2

𝑧 +  𝑧 = 3 − 2𝑖 + 3 + 2𝑖 = 6

𝑧 −  𝑧 = 3 − 2𝑖 − 3 − 2𝑖 = −4𝑖

𝒛 = 𝟑 − 𝟐𝒊 ;  𝒛 = 𝟑 + 𝟐𝒊

𝑧 ·  𝑧 = 3 − 2𝑖 3 + 2𝑖 = 9 + 6𝑖 − 6𝑖 − 4𝑖2 = 9 + 4 = 13

𝒛𝟏 = 𝟑 − 𝟐𝒊 ; 𝒛𝟏 = 𝟑 + 𝟐𝒊; 𝒛𝟐 = 𝟏 + 𝒊 + 𝒛𝟐 = 𝟏 − 𝒊

 𝑧1 +  𝑧2 = 3 + 2i + 1 − i = 4 + i

𝑧1 + 𝑧2 = 3 − 2𝑖 + (1 + 𝑖) = 4 − 𝑖 = 4 + 𝑖

 𝑧1 ·  𝑧2 = 3 + 2i 1 − i = 5 − i

𝑧1 · 𝑧2 = 3 − 2𝑖 · (1 + 𝑖) = 5 + 𝑖 = 5 − 𝑖



Potencias de i

Los únicos valores que puede tomar una potencia de i son 1, -1, i y 
–i.

𝒊 = −𝟏

𝒊𝟐 = −𝟏
𝟐
= −𝟏

𝒊𝟑 = −𝟏
𝟑
= −𝟏 · −𝟏

𝟐
= − −𝟏 = −𝒊

𝒊𝟒 = −𝟏
𝟒
= −𝟏

𝟐
· −𝟏

𝟐
= −𝟏 · −𝟏 = 𝟏

𝒊𝟏𝟏 = 𝒊𝟒·𝟐+𝟑 = 𝒊𝟒
𝟐
· 𝒊𝟑 = 𝟏 𝟐 · − −𝟏 = −𝒊

𝒊𝟐𝟏 = 𝒊𝟒·𝟓+𝟏 = 𝒊𝟒
𝟓
· 𝒊 = 𝟏 𝟓 · 𝒊 = 𝒊



NÚMEROS COMPLEJOS EN FORMA 
POLAR



Argumento de un número complejo

Al ángulo que forma el vector de posición del afijo de un número 
complejo con el semieje positivo de abscisas se le llama 
argumento de un número complejo.

a

b

r

z = a+bi

La expresión 𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑏

𝑎
no identifica un 

único argumento. Si restringimos el valor a 
0 ≤ 𝛼 ≤ 2𝜋 hay dos ángulos que difieren en 
180o y que tienen la misma tangente, pero 
queda esta vez identificado de forma 
univoca por los signos de a y b, siendo este 
ángulo el argumento principal del número 
complejo.



Forma polar de un número complejo

Un número complejo se encuentra en notación polar cuando se 
expresa en función de su módulo y argumento.

𝒛 = 𝒓𝜶

a

b

r

z = a+bi
La relación entre la notación polar y 
binómica se puede establecer debido a las 
siguientes relaciones.

𝒂 = 𝒓 · 𝒄𝒐𝒔𝜶

𝒃 = 𝒓 · 𝒔𝒆𝒏𝜶

𝒛 = 𝒂 + 𝒃𝒊 = 𝒓 · 𝐜𝐨𝐬𝜶 + 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏 𝜶



Ejemplos
El número z = i se puede expresar como:

𝒛 = 𝟏; 𝜶 = 𝟗𝟎𝒐; 𝐳 = 𝟏𝟗𝟎𝒐

El número 𝐳 = 𝟐𝟑𝟏𝟓𝒐 se puede expresar como:

𝐳 = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟏𝟓𝒐 + 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏𝟑𝟏𝟓𝒐 = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓𝒐 − 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏𝟒𝟓𝒐 = 𝟐
𝟐

𝟐
−

𝟐

𝟐
𝒊

= 𝟐 − 𝟐 · 𝒊

El número 𝐳 = −𝟐 𝟑 + 𝟐𝒊 se puede expresar como:

𝑧 = −2 3
2
+ 22 = 16 = 4

𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
2

−2 3
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 −

3

3
= 150𝑜( se encuentra en el segundo cuadrante)

𝑧 = 4150𝑜



Producto en forma polar

El producto de dos números complejos en forma polar es otro 
número complejo que tiene por módulo el producto de los 
módulos y por argumento principal la suma de los argumentos.

𝒓𝜶 · 𝒔𝜷 = (𝒓 · 𝒔)𝜶+𝜷

𝒓𝜶 · 𝒔𝜷 = 𝒓 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏𝜶 · 𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏𝜷

= 𝒓 · 𝒔 · 𝒄𝒐𝒔 𝜶 · 𝒄𝒐𝒔 𝜷 − 𝒔𝒆𝒏𝜶 · 𝒔𝒆𝒏𝜷 + 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏𝜶 · 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝒄𝒐𝒔 𝜶 · 𝒔𝒆𝒏𝜷

= 𝒓 · 𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝜷 + 𝒊 · 𝒔𝒆𝒏 𝜶 + 𝜷 = (𝒓 · 𝒔)𝜶+𝜷

Demostración



División y potencia en forma polar

Para calcular la potencia de un número complejo en forma polar 
basta con aplicar el producto sucesivo del mismo, resultando la 
siguiente fórmula: 𝒓𝜶

𝒏 = 𝒓𝒏·𝜶
𝒏

Para calcular el cociente de dos números complejos en forma 
polar aplicaremos la siguiente fórmula: 𝒓𝜶

𝒔𝜷
=

𝒓

𝒔 𝜶−𝜷
; 𝒔 ≠ 𝟎

Demostración

𝐵𝑢𝑠𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑗𝑜 𝑥𝑦 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒
𝒓𝜶
𝒔𝜷

= 𝑥𝑦 , 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟, 𝒔𝜷 · 𝑥𝑦 = 𝒓𝜶,

𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑎 𝑓ó𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜: 𝑠 · 𝑥 𝛽+𝑦 = 𝑟𝛼;

𝑃𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜: 𝑠 · 𝑥 = 𝑟 𝑦 𝛽 + 𝑦 = 𝛼, 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟, 𝑥 =
𝑟

𝑠
𝑒 𝑦 = 𝛼 − 𝛽



Potencia en forma polar

La potencia n-ésima de un número complejo en forma polar es 
otro número complejo, tal que:

Su módulo es la potencia n-ésima del módulo del número dado

Su argumento es n veces el argumento del número dado.

𝒓𝜶
𝒏 = 𝒓𝒏·𝜶

𝒏

La fórmula de De Moivre es precisamente la expresión anterior 
expresada mediante razones trigonométricas:

𝒛𝒏 = 𝒓𝜶
𝒏 = 𝒓𝒏·𝜶

𝒏 = 𝒓𝒏 𝒄𝒐𝒔 𝒏 ∝ +𝒊 · 𝒔𝒆𝒏 𝒏 ∝



Raíz en forma polar
Para calcular la raíz n-ésima de un número complejo en forma 
polar basta con aplicar la siguiente fórmula:

𝒏 𝒓∝ = 𝒏 𝒓∝+𝟐𝒌𝝅
𝒏

, ∀𝒌 ∈ 𝟎, 𝟏, 𝟐…𝒏 − 𝟏

La anterior fórmula indica que un número complejo tiene n raíces 
complejas. Cada una de ellas situada en el vértice de un polígono 
regular inscrito en una circunferencia de radio 𝒏 𝒓.

Demostración

𝐵𝑢𝑠𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑗𝑜 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒𝑛 𝑟∝ = 𝑥𝑦 , 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟, 𝑥𝑦
𝑛
= 𝑟∝, 𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜,

𝑥𝑛 = 𝑟, 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟, 𝑥 = 𝑛 𝑟 𝑦 𝑎𝑑𝑒𝑚á𝑠, 𝑛 · 𝑦 = ∝ +2𝑘𝜋, 𝑑𝑒 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒, 𝑦 =
∝ +2𝑘𝜋

𝑛


