Vectores en el plano

Ecuaciones de la recta en el plano



El conjunto R?

R* = {(x,y) / x,y € R}

* El conjunto formado por todos los pares ordenados de numeros
reales se notara como R?

 Un elemento de este conjunto lo designaremos por (x,y),
donde x es la primera componente e y es |la segunda
componente.

* Dos pares son iguales si las componentes, en el orden
correspondiente, son iguales.

Ejemplos

(2,3), G, —3) ) (\/§, —34), (1, ) son pares ordenados de nimeros reales



Suma en R?

Definicion:
Si(a,b) y (a',b") € R? (a,b) + (a',b’) =(a+a',b+b")
La suma es una operacion interna: la suma de dos pares es otro par.

Propiedades Asociativa

(a,b) + ((a’,b’) + (a",b")) = ((a, b) + (a’,b")) + (a”,b")
Elemento neutro

Existe el par (0,0) tal que (a,b) + (0,0) = (0,0) + (a, b)
Elemento opuesto

Para todo (a,b), existe (—a, —b), tal que, (a,b) + (—a,—b) = (0,0)
Conmutativa

Para cualugiera dos pares (a,b) + (a',b’) = (a’,b") + (a,b)



Producto de un numero real por un
elemento de R?

Definicion:
Si(a,b) ER’yk€eR k-(a,b)=(k-a,k-b)
El producto no es una operacion interna.

Propiedades El conjunto R? con las

k-((a,b) + (a',b")) =k-(a,b)+k-(a',b") dos operaciones definidas
(suma vy producto de un
escalar) tiene estructura

(k+10)-(a,b)=k-(a,b)+1-(a,b) de Espacio Vectorial. A los
elementos se les
denomina vectores

(k-1)-(a,b)=k-(L-(ab))

1-(a,b) = (a,b)



Ejemplo

Operaciones en R?

[3-(2,4)—3-(—1,4)=(6,12)—(—3,12)=(9,0) ]

4 N
2-(1,00 = (2:(3,5) + (-2)(-1,2) = (3,0) - ((6,10) + (2,-4))-

- (3.0) -0 = (--9)=(-Z.-9
- s 4




Combinacion lineal

Definicion:

Una combinacion lineal es una expresion valida en la que se
combina la suma de vectores y el producto por un escalar.

El resultado de una combinacion lineal es otro vector.

Se dice que un vector es combinacion lineal de otros, si es posible
obtenerlo mediante una combinacion lineal de éstos.

Ejemplo
El vector (9, 0) es combinacion lineal de los vectores (1, -4) y (2, 4)

3.(2,4)+3-(1, -4)=(6,12)+(3,-12)=(9,0)



Vectores linealmente independientes

Definicion:
Un conjunto de vectores es linealmente independiente cuando

ninguno de ellos se puede obtener como combinacion lineal del
resto.

Cuando un conjunto de vectores no es linealmente independientes,
se dice que son dependientes.

Ejemplo
Los vectores {(2,4), (1,—4), (9, 0)} son linealmente dependientes, pues:

3.(2,4)+3-(1, -4)=(6,12)+(3,-12)=(9,0)



Ejemplo

éSon linealmente independientes los vectores {(1, 1), (2,3),(5,7)}?

Vamos a intentar ver si el vector (1,1) es combinacidn lineal del resto, para lo
cual vamos a buscar nimeros ky /tales que:

(1,1) = k(2,3) + I(5,7) operando (1,1) = (2k,3k) + (51, 70);
(1,1) = (2k+ 51,3k + 71)

Podemos plantear un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas:

{gllz i 3: z i; la solucién es | =1y k = -2. Por tanto, al existir una combinacion

lineal dos vectores que proporcionan el otro vector, se trata de un conjunto de
vectores linealmente dependientes.



Base de R4

Definicion:
Una base del espacio vectorial R? estd formada por dos vectores
linealmente independientes.

Cualquier vector de R? se puede expresar como combinacidn lineal
de dos vectores linealmente independientes.

La base mas sencilla del espacio vectorial R? es la formada por los
vectores {(1,0), (0,1)} . A esta base se la denomina base candnica
de R?.



Ejemplo

¢Forman una base del espacio vectorial R?los vectores

{(1,1),(1,2)}?

Vamos a comprobar que los vectores son linealmente
independientes:

1 :_Zk' como podemos comprobar no

existe un valor k tal que un vector pueda se obtenido como
combinacidn lineal del otro, por lo que se trata de una base de R?.

(1,1) = k(1,2), por tanto, { 1



Definicion (vector)

Un vector AB es un segmento orientado que tiene su origen en el
punto Ay su extremo en el punto B.

Un vector queda determinado por:
Modulo: La longitud del segmento (siempre mayor o igual a 0), se representa
por [4B],
Direccion: Es la direccion determinada por la recta que pasa por los puntos A
y B.
Sentido: Es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B.

B

A



Vectores equipolentes

Dos vectores son equipolentes si tienen el mismo maodulo,
direccion y sentido.

Todos los vectores equipolentes a uno dado representan el mismo
vector, a dicho vector le denominaremos vector libre.
Representaremos a los vectores libres del plano mediante letras
minusculas.

Graficamente podemos comprobar que dos vectores son
equipolentes si al unir sus extremos se forma un paralelogramo




Ejemplo

¢Son equipolentes los vectores AB yCD siendo A (3,4), B (7,2),
C(-1,0)y D (3,-2)?

AB = (7,2) — (3,4) = (4,-2)

A
41 )
. \ CD = (3,-2) — (-1,0) = (4,-2)
B
10\"0 T Por tanto, los vectores son equipolentes
2.\D




Suma de vectores

La suma de dos vectores es otro vector que se construye
representando los dos vectores con origen el mismo punto. El
vector suma se obtiene como la diagonal del paralelogramo que

tiene por lados los dos vectores.




Producto de un numero por un vector

Al multiplicar un escalar (k) por un vector (v), se obtiene otro vector
k-v con las siguientes propiedades:

Su médulo es igual al del vector ¥ por el valor absoluto del nimero k.
Su direccion es la misma que la del vector v

Su sentido es el mismo que el del vector ¥ si k es positivo, el contrario, si k es

negativo.



Ejemplo (calculo con vectores libres)

Dados los vectores U y V, calculad: U +V, u — vV, 2uy 2u — V
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El espacio vectorial V2

Al conjunto de los vectores libres del plano, junto con las
operaciones suma y producto por un escalar forma un espacio

vectorial, se denomina Espacio Vectorial de los vectores libres del
plano.

Una base de V? estd formada por dos vectores cualesquiera no
nulos y no proporcionales. La base mas sencilla es la formada por
dos vectores perpendiculares y unitarios representados por iy J
cuyas coordenadas respecto de la base son 1 =(1,0) y j =(0,1)

A

v



Coordenadas cartesianas

Sea B = {i,]} una base del plano y & un vector cualquiera de V2, se
llama coordenadas cartesianas del vector u al par de niUmeros
reales (x,y) tales que permiten expresar el vector & como
combinacion lineal de los vectores de la base de |la siguiente forma:

-

U=xl+Yy]

O
~J
=

~



Sistema de referencia

Para situar un punto en el plano de forma Unica es necesario un
sistema de referencia.

Un sistema de referencia del plano {O; u, V}se compone de un
punto O, denominado origen de coordenadas, y dos vectores no
nulos linealmente independientes, que forman una base.

Vector de posicion del punto A

A (% 38 0A = x% + y¥




Coordenadas de un

vector libre

determinado por dos puntos

Dado un sistema de referencia del plano {0; u, v} sean dos puntos
del plano Ay B, cuyas coordenadas respecto del sistema de
referencia son (a{,a,)y (bq, by), respectivamente, el vector libre

A_B>, tendra por coordenadas :

ﬁ = (by,by) — (ay,a;3) = (b1 —aq, by, —ay)

A (a1, a) S—0 L2

=l
S

Qu

=
Il

S
Qu



Modulo de un vector

En nuestro sistema de referencia el mdédulo de un vector coincide
con al longitud del segmento que tiene los vértices en sus
extremos:

la| = \/al2 + a,?

A (aj,a,)

La formula procede de
aplicar el teorema de
Pitagoras

|al =+va;? + a,?



Coordenadas del punto medio de un
segmento

Sea el segmento de extremos Ay B, sea M su punto medio,
entonces se verifica que:

1

AM = —AB
2

— — 1 -

1 j p—
m=d+ AM=a+§AB=a+E(b—a)=§(a+b)

B (b1, b7)




Ejemplo (coordenadas de un vector)

El vector AB tiene por coordenadas (3,-4), sabiendo que las

coordenadas del origen A son (3,-1), écudles son las coordenadas
de B?

Solucion

Las coordenadas de AB se han formado utilizando las

coordenadas del vector de posicion de los puntos Ay B de la

siguiente forma:
AB = (by —ay, by —a;)
Por tanto,
. 3 = b1 -3 = b1 =6
(3,—4‘)—(191 3,b2+1):{—4=b2+1$b2:—5



Ejemplo (punto medio)

Calcular el punto medio del segmento cuyos extremos son A (2,3) y
B(-7,2).

Solucion
El punto medio verifica que:

— 1— 1 9 1
AM_EAB_E(_7_2’2_3)_(_E’_E)
Por tanto:

M = 9+2 1+3 = > 5
W2 AR 2 = ( 2'2)



ECUACIONES DE LA RECTAEN EL
PLANO



Ecuacion vectorial de la recta

Una recta queda determinada por dos puntos. Si formamos el vector que tiene
de extremo los dos puntos de |a recta, obtendremos un vector directory
podremos calcular cualquier punto de la recta haciendo variar el mdéduloy

sentido de dicho vector.

—_—

k-PQ
M; xZ)

Q (91,92) _—

P (plr pZ)

0X =0P +k-PQ,Vk € R

de la recta

Ecuacion vectorial [(xlsz) = (p,py) + k- (q1 —P1,92 — P2),Vk ER J




Ejemplo

Calculemos la ecuacion vectorial de la recta que pasa por los puntos

Solucion
Calculamos en primer lugar el vector director de |a recta:

AB=(-2-13-2)=(-3,1)
A continuacion, expresamos cualquier punto de la recta como suma del
vector de posicion de los puntos A o B (es indiferente) y la variacion en
modulo o sentido del vector director, quedando:

(x1,x2) = (1,2) + k- (-3,1) ,VkER

Vector director de la recta

Vector de posicion del punto A



Ejemplo

Calculemos la ecuacioén de la recta que pasa por el punto A (-1,6) vy
tiene como vector director ¥ = (3, -1). éPertenece el punto (1,1) a
la recta?

Solucion
Utilizando la formula de la ecuacion vectorial de la recta, queda:

(xl,xz) = (—1, 6) + k- (3, -1 ) ,Vk € R
Para saber si (1,1) pertenece a la recta sustituiremos en la ecuacion:
(1,1) =(-1,6)+ k- (3,-1) = (-1+ 3k 6 — k)

2

) | 1=—1+4+3k=>k=—-

Se obtlenen dos ecuaciones: 3
1=6—k =>k=5

Al obtener dos soluciones distintas para k el punto no
pertenece a la recta



Ecuacion paramétrica de la recta

Si tomamos la ecuacion vectorial de la recta e igualamos cada una
de las dos componentes de los vectores, obtendremos las
ecuaciones parameétricas de la recta.

OP = (p4, p,) vector de posicién del punto P

v = (vq, vy) vector director de la recta

(x,y) punto genérico de la recta

k pardmetro real (x’ y) - (Pppz) + k- (vq,v5),Vk €R

X =pq+ kvq

Ecuacidon paramétrica | vk € R
y =p2 + kv,

de la recta




Ejemplo

Calculemos la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los
punto A (2,-1) y B (-4,3)

Solucion

Formamos el vector director de la recta a partir de los dos puntos
por los que pasa:

AB =(-4-2,3-(-1)) = (-6,4)
Recordando la expresion de |la ecuacion paramétrica de la recta:

(x,y) =2,-1) +k (—6,4),Vk e R

x =2 — 6k



Ecuacion continua de la recta

Si despejamos el parametro en ambas ecuaciones de la forma
parameétrica de la recta, obtendremos la ecuacion en forma
continua de la recta.

0P = (p1, p2) vector de posicion del punto P
v = (v4,v,) vector director de la recta
(x,y) punto genérico de la recta

k parametro real

Ecuacion continua de la recta

f X — D1
X=p1+kvi>k= " Al =
vk € R { y_1p2 Igualando i 2
y=p2+kvy=k= V1 V2
\ V2




Ejemplo

Calculemos la ecuacion continua de la recta que pasa por los punto
A (21_1) Y B (_413)

Solucion

Formamos el vector director de la recta a partir de los dos puntos
por los que pasa:

AB=(-4-23-(-1)) =(—6,4)

Recordando la expresion de la ecuacion continua de la recta:

x—2 y+1
-6 4



Ecuacion general de |a recta

Si operamos y transponemos todos los términos de |la ecuacion
continua de la recta, obtendremos la ecuacion general de |la recta,
que tiene la forma ax + by + ¢ = 0.

X—p1=y—p2
V1 U2

= vy(x —p1) = v1(y — p2)

VX —VP1 = V1Y — V1P = VX — V1Y —VP1 + V1P =0

4 )

a=v ., ¥

2 Tomando los siguientes valores, obtenemos
b= —v4 la ecuacion generalax + by + ¢ = 0
C= —VpP1 + V1P2

- J




Ejemplo
Calculemos todas formas de ecuacion la recta que pasa por el

punto A (3,1) y tiene por vector director u (4,-2)

Solucion

Ecuacion vectorial (x,y) =3,1)+k (4,-2),VkeR

P A Ly x =3+ 4k
Ecuacién paramétrica vkeR {y TP

. 7 . y 3 N 1
Ecuacidn continua X = y .

Ecuacion general 2x—4y+10=0



Ecuacion de la recta punto pendiente

La ecuacidén continua de la recta que pasa por el punto (p1,p2) Yy
tiene por vector director v = (v4,v,) tiene la forma:

X—P1 Y —D2
V1 %)
Si despejamos transponemos el valor de v U2
% P 3 y—p2=—"—"x—-p1)
supuesto que v # 0. Podemos expresar la (21

ecuacion de la forma:

., D2 . \
A la expresion L. Se le denomina pendiente de
1

la recta y coincide con la tangente del angulo
qgue forma la parte positiva del eje de abscisas
con la recta.

P(py,p2)




Ejemplo

Calculemos la ecuacién de la recta que pasa por el punto A (2,3) y
forma un angulo de 30° con el eje de abscisas.

Solucion

3 . .
Recordando que tg30" = gy utilizando la ecuacion de la recta
punto pendiente, la ecuacion quedaria:

V3

)’—3=?(9€—2)



Posiciones relativas de dos rectas en el
plano

Dos rectas en el plano pueden ser:
Secantes: tienen un punto en comun
Paralelas: no tienen ningun punto en comun

Coincidentes: tienen todos los puntos en comun




Posicion relativa y ecuaciones

Podemos saber la posicion relativa de dos rectas en el plano resolviendo el sistema lineal
formado por sus ecuaciones, de tal forma que:

Si el sistema tiene una Unica solucion la rectas son secantes, la solucion del sistema
son las coordenadas del punto donde se cortan

Si el sistema no tiene solucidn, las rectas son paralelas
Si el sistema tiene infinitas soluciones, las rectas seran coincidentes.

Ejemplo

2x+3y+1=0

Calculamos la posicion relativa de las rectas {4x +6y+2=0

Resolviendo el sistema (multiplicando por -2 la primera ecuacién y sumando a la
segunda ecuacion:
—4x —6y—2=0
4x +6y+2 =0
0=0

Esta identidad siempre se verifica, por
tanto, las rectas son coincidentes




Posicidn relativa: pendiente y
ordenadas en el origen

Es posible conocer la posicidn relativa de dos rectas sin resolver el sistema lineal
de ecuaciones que forman sus ecuaciones.

Supongamos que las dos rectas tienen por ecuaciones generales las siguientes:

a
r=ax+by+c=0 Las pendientes de ambas rectas m = 3
7 . I/
' =ax+by+c =0 tendran la forma: o
bl
c
. n=——
Las ordenadas en el origen de las b
7 !/
rectas tendran la forma: / ¢

Por tanto, si las pendientes son distintas las rectas seran secantes

Si las pendientes son iguales:
Si las ordenadas en el origen son iguales, las rectas son coincidentes
Si las ordenadas en el origen son distintas, las rectas seran paralelas



Haz de rectas secantes

Dado un punto P(p, p,) definimos el haz de rectas como el conjunto de todas las rectas
gue pasan por P. Su ecuacion es (el parametro m representa cualquier pendiente):

y — p, = m(x — p4) paracualquierm € R

Ejemplo
Calculamos el haz de rectas que pasa por el punto (1,-2)

y+ 2 =m(x — 1) paracualquierm € R




Haz de rectas paralelas

Dada larecta r = ax + by + ¢ = 0 definimos el haz de rectas paralelas a r como el
conjunto de las rectas del plano que son paralelas a aquella. Su ecuacidn es:

ax + by + k = 0 para cualquier k € R
Ejemplo

Calculamos el haz de rectas paralelaalarecta2x +3y+1 =0

2x + 3y + k = 0 para cualquier k € R

1
1 | | | |
a B w N / (=] //




