APLICACIONES DE LAS
DERIVADAS

Teoremas y su aplicacion




Valor maximo y minimo

- Una de las aplicaciones mas importantes de las derivadas son los
problemas de optimizacion.

- ¢ Cual es la forma de determinado elemento para que el coste sea
minimo?

- ¢ Cual es la inversidon minima que maximiza el beneficio?

- Los anteriores enunciados pueden reducirse a encontrar el maximo o
minimo de una funcion.



Maximo y minimo absoluto

Definiciones: Sea c un valor del dominio D de la funcién f. Entonces f(c) es:
El maximo absoluto defen D si f(¢) = f(x) para todo x en D

El minimo absoluto de f en D si f(c¢) < f(x) para todo x en D

Maximo absoluto de la funcién en a

Minimo absoluto de la funcibn en b




Maximos y minimos locales

Definiciones: f(c) es un:
El maximo local de f si f(c) = f(x) cuando x esta cerca de c

El minimo local de f si f(c) < f(x) cuando x esta cerca de c

La funcidén alcanza un maximo local
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< La funcion alcanza un minimo local




Ejemplos:

La funcién f(x) = x? tiene
un minimo absoluto en x=0,
pues para cualquier valor
distinto de cero, el cuadrado
de un ndmero supera al
valor O

La funcion f(x) = x3, como
puede observarse en su
grafica, no tiene ni minimo
ni maximo absoluto.




Teorema del valor extremo

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza un

maximo absoluto en f(c) y un minimo absoluto en f(d), donde ¢ y d son
valores del intervalo cerrado [a,b].

Este teorema proporciona condiciones en las que una funcion
dispone de valores extremos.
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Teorema de Fermat (analisis)

Si f tiene una minimo o maximo local en c, y si f/(c) existe, entonces
f’(c)=0.

Este teorema ayuda a localizar los posibles maximos y minimos
locales de una funcion utilizando su derivada.

f(c)=0 f(e)=0

F(d)=




Algunos comentarios

Es posible que una Es posible que una
funcion verifique el funcion no sea derivable
teorema de Fermat y no y presente un valor
tenga ningun extremo extremo.
local.

f(x) = |x[;

En f(0) = 0 presenta un minimo
f'(0) no existe

f(x) = x3;
f'(x) = 3x%;
f'(0)=0;
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Puntos criticos

Un punto critico de una funcion f es un namero c en el dominio de f tal
gue o bien f(c)=0, o bien, f(c) no existe.

Para encontrar los maximos y minimos absolutos de una funcion
continua en un intervalo cerrado [a,b]:

1. Encontrar los puntos criticos de la funcion en el intervalo
abierto (a,b)

2. Encontrar los valores de la funcidon en los extremos del
intervalo

3. Los valores mayores y menores de los pasos 1y 2 son el
maximo y minimo absoluto, respectivamente



L
Ejemplo |

Encuentra los puntos criticos de la funcion f(x) = x3 —2x> —5x + 6

Se trata de una funcion continua y derivable en todo su dominio, por
tanto, buscamos los valores que anulan su derivada:

fl(x) =3x%>—4x -5

4iwm+6o_4i¢m
6 6

3x2 —4x—-5=0 =2 x =

_2%+V19
=—3

IR

{x=zu

En este caso los puntos criticos proporcionan
un maximo y un minimo relativo




El teorema de Rolle

Si f una funcion que satisface las siguientes tres hipotesis:
« f es continua en el intervalo cerrado [a,b].
« f es derivable en el intervalo abierto (a,b).
- f(a)=f(b)

Entonces existe al menos un valor c, perteneciente al intervalo abierto, tal
que f(c)=0.



Interpretacion grafica del teorema de
Rolle.

f(a)=f(b)

f(@)=f(b) <




Teorema del valor medio

Si f una funcion que satisface las siguientes hipotesis:
« f es continua en el intervalo cerrado [a,b].
« f es derivable en el intervalo abierto (a,b).

Entonces existe al menos un valor ¢ perteneciente a (a,b),tal que:

fb) —f(a)
b—a

f'(e) =



Interpretacion grafica del teorema del
valor medio.

(a, f(a))

(b, f(b))

a C b



Ejemplo (Teorema del valor medio)

Supongamos la funciéon polinémica f(x) = x3 — 2x* — 5x + 6 funcién
continua y derivable en cualquier intervalo, tomemos como extremos
de dicho intervalo los valores a=0y b = 1.

El teorema del valor medio implica que existe un valor c en el
intervalo tal que: f'(c) = f(li 5(0) = f'(c) = O—g = —6
, por tanto, buscamos un valor tal que f(c)=-6

Resolviendo la anterior ecuacion de segundo grado, podemos
obtener el valor buscado (en este caso dos):.c=1y c=1/3



Crecimiento de funciones

La derivada, en cada punto de una funcioén, representa la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcion. Por tanto:

« Si F(x) > 0 en un intervalo, entonces, f es creciente en el intervalo

« Si f(x) <0 en un intervalo, entonces, f es decreciente en el
intervalo




Ejemplo (Intervalos de crecimiento)

Para calcular los intervalos donde crece o decrece la funcién
polinémica (continuay derivable en R) f(x) = x — 3x — 2:

1. Calculamos su derivada f'(x) =3x* -3 =3(x —1)(x + 1)
2. Hemos factorizado para calcular de forma facil los intervalos
donde la derivada es positiva o negativa.

3. Realizamos unatabla donde dividimos los intervalos atendiendo
a los valores que hacen cero el polinomio

--

X < -1 f crece en el intervalo
-1<x<1l - + - f decrece en el intervalo
Xx>1 + + + f crece en el intervalo



Ejemplo (Intervalos de crecimiento)

———————————————————————

———————————————————————

Como habiamos calculado
anteriormente, la grafica
confirma el estudio de la
derivada.

Intervalos de crecimiento

Intervalos de decrecimiento



Si ¢ es un punto critico de una funcion continua f :

Primera derivada y extremos locales

Si f cambia de positivo a negativo en ¢, entonces f tiene un maximo local en c.

Si f cambia de negativo a positivo en ¢, entonces f tiene un minimo local en c.

Si 7 no cambia de signo en c, entonces f no tiene un maximo local ni un minimo

local en c.

F(x)>0 P(x)<0

£(x)>0

£(x)>0




Ejemplo (extremos locales)

fx)=x3-3x-2

fl(x)=3x*-3
x=-1
x=+1

3x2—3=0<:>{

Intervalos de crecimiento

Intervalos de decrecimiento




Concavidad y convexidad

- Una funcion se dice concava si el segmento formado por
dos de sus puntos queda por debajo de la grafica de la

funcion.

- Una funcion se dice convexa, si el segmento formado por
dos de sus puntos queda por encima de la grafica de la

funcion.

Funcidn concava

Funcidon convexa
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Curvatura y segunda derivada

Si observamos una funcion concava, su derivada decrece, por tanto, la
segunda derivada debera ser menor que 0. En una funcién convexa, la

derivada crece, por tanto, la segunda derivada sera positiva.

Por tanto:

1. Sif’(x) >0 en todos los valores de un intervalo |, entonces f es convexa.

2. Sif’(x) <0entodos los valores de un intervalo I, entonces f es concava.

Funcidn concava

Funcidon convexa




Puntos de inflexion

Un punto de inflexion es un punto de la grafica de una funcion, donde la
funcion es continua pero pasa de ser cOncava a convexa o viceversa.

En matematicas, los puntos de inflexién se caracterizan por ser cero 0 no
existir la segunda derivada de la funcion.
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