DERIVADAS

Conceptos y definiciones



Tangente

Si desearamos realizar el
calculo de la recta tangente a
una curva en un punto P,
podriamos calcular
previamente la pendiente de
la recta que pasa por Py Q,
siendo Q un punto
suficientemente cercano a P.

SiQseacercaaPlo
suficiente, la pendiente de las
sucesivas rectas secantes e
acercaran a la pendiente de
la recta tangente.
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Recta tangente

La linea tangente a la curva y=f(x), en el punto, P(a,f(a)) es
la recta que pasando por P tiene por pendiente:

L ) - f(a)
m = lim

x-a X—a

Supuesto que el limite existe.

También puede expresarse mediante el siguiente limite
equivalente:
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Ejemplo: Calculo de la ecuacion de la recta tangente
en un punto

f(x) =x%—1enx=1.
Solucion
Calculamos la pendiente:

fA+h)=1+h?*—-1=h*+2h+1—-1=h?+2h

f)=@2-1=0 \ *
faA+m-f) _ .k +2h-0 h(h + 2) /

m = lim h pkt h =lim—p =5c‘l'o‘h+2=2/z

Como la recta debe pasar por el punto (1,f(1)) y tener pendiente m, por tanto:
y = 2x + n;como elpunto 0 pertenecealarecta0=2-14+n >n= -2

La recta tangente esy = 2X - 2



Tasa de variacion

\‘(x,f(x»
- La pendiente de las rectas o

secantes y tangentes pueden 0 =he) {
también interpretarse como una
tasa de variacion, es decir, la
cantidad que varia la variable :
dependiente, respecto de la
cantidad que varia la variable

independiente. Ay f(x)— f(a)

Tasa de variacion

Q (a, f(a))

Ax X—a
- Si se considera el limite de la
tasa de variacion, dispondremos
de la tasa de variacidon
Ay .mf(X) —f(a)

INnstantanea. Tasa de variacion instantanea lim — = li
Ax—-0 AX x—a X—a




Ejemplo: tasa de variacion

Si suponemos que una funcion f(x) representa el coste en
la fabricacion de x unidades de producto.

Las unidades que tendra la derivada sera el cociente entre
el coste y el numero de unidades producidas, esto es, el
coste de una unidad respecto a las unidades fabricadas.

/ Incremento del coste

A f(x) —f(a
f'(x) =lim—y=lim &) ~ f(@)
Ax—>0AX X—a X—d

l

Incremento de la produccion




Funcion derivable. Derivada de una
funcidn
- Se dice que una funcidn es derivable en a, si f'(a) existe.

- Se dice que una funcidn es derivable en un intervalo
abierto (a,b) si es derivable en cada uno de los puntos
del intervalo.

- La funcion cuyo valor en cada punto x es la derivada de
una funcion f se denomina funcién derivada de f,
denotada por f".

- El proceso de encontrar la derivada de una funcion se
denomina diferenciacion.



¢, Por qué no existe la derivada en un

punto?

- Es evidente, que si la funcidn no es continua en un punto,
tampoco sera derivable, pues el limite no existira.

- Pueden existir funciones que siendo continuas en un
punto no sean derivables. Este hecho es debido a que la
pendiente cambia bruscamente en un entorno de tales
puntos, no existiendo el limite que sirve para calcular la
derivada.

- Por tanto, los cambios bruscos en la pendiente de la
grafica de la funcion provocara que esta no sea derivable.



Ejemplo: la derivada de una funcidn en un

punto no existe

- Estudiemos la derivada de funcion f(x) = |x| en x=0.
- Calculemos los limites laterales que definen la derivada.

. f(O+h)—f(0) . |hl
lim = lim =
h—0~ h h—0~ h .

CfOER —F©) Tkl
im = lim

h-o0t h h—0t h N

Ambos limites son distintos por
tanto, el limite que define a la
derivada en x=0, no existe.



Reglas de derivacion |

Funcion constante:
f(x)=K = f'(x) =0

Ejemplo: f(x) =3 =2 f'(x) =0

Funcion potencial:
fO) =x" = f'(x) = nx"?

Ejemplo: f(x) = x* = f'(x) = 4x3
Si f es una funcion derivable y k es una constante:
(k- f(x))' =k-f'(x)

Ejemplo: f(x) =x* y k=3 = (3-f(x)) = (3 -xz)’ =3-(x%) =3-2x = 6x



Reglas de derivacion Il

Si fy g son funciones derivables, entonces:
La derivada de una suma es la suma de las derivadas:
f+9)=1f"+4g
Ejemplo: f(x) = x5 y g(x) = x* = (f(x) + g(0))’ = (F(X))' + (g(x)) = 5x* + 3x?
La derivada de un producto:

-9 =f-g+f-g

Ejemplo: f(x) =x5 y g(x) = x> = (f(x) - g(x))' = Fx)" @) + f@)(g(x)) =

5x*-x3 + x5 -3x%2 =5x7 + 3x7 = 8x7



Reglas de derivacion |l

Si fy g son funciones derivables, entonces:
La derivada de un cociente:

(f)'zf’-g—f-g'

g g2

Ejemplo: f(x)=x3+4 y gx) =x% +x

FOO)\  3x2(x? +x) - (x* +H(2x + 1)
() =~



Derivada de las funciones trigonomeétricas
Derivada del seno: (sen(x))’ = cosx

Derivada del coseno: (cos(x))’ = —senx

1
cos’x

Derivada de la tangente: (tg(x)) =



Derivada de la funcidn exponencial y

logaritmica

Derivada de la funcion exponencial:
(a*) = a* - lna
Caso particular: (e*)' = e*

Derivada de la funcion logaritmica:
1

xinb

(logpx)' =

Caso particular: (Lnx)’=%



Regla de |la cadena

Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces la
composicion de funciones F=f(g(x)), es derivable en x y F’
se puede calcular mediante el siguiente producto:

F'(x)=f"(gx) g(x)



Ejemplo |: regla de la cadena

Sea la funciéon: F(x) = Jx2 +1
Podemos expresar F como composicion de las siguientes

funciones:
f(uw) =Juy g(x) = x* + 1 entonces:
f(uw) = %u_% = ﬁi Y g'(x) = 2x . Por tanto, utilizando la regla de la
cadena:
1 X
F'(x) = f'(g(x).g'(x) = 2x =

2/x%+1 Vaz +1



Ejemplo Il: regla de la cadena

Sea la funcion F(x) = (x% - x)°

Podemos expresar F como composicion de las siguientes

funciones:
fw) =udy g(x) = x* — x entonces:

f'(w) =3u?y g'(x) = 2x — 1. Por tanto, utilizando la regla de la cadena:

F'(x)=f(g(0) g'(x) =3(x* —x)" - @x— 1)



Ejemplo lll: regla de la cadena

Sea la funcidn F(x) = e3*°

Podemos expresar F como composicion de las siguientes

funciones:
f(x) =e*y g(x) = 3x% entonces:

f'(x)=e" y g'(x) = 6x .Por tanto, utilizando la regla de la cadena:

Fx)=f(gx) g'(x) = e3* . 6x



