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Ejercicios resueltos

1 2 1 0 -1 2
1. Sean las matricesA=<1 3 1>yB=<1 0 —1>

0 1 3 2 1 0
a) Calculad 47t

b) Calcula la matriz X tal que AX =4+ B

Solucion.

a. Sabemos que la matriz inversa se calcula mediante la expresién:

1
AY = — Adj(A)

A
11 1 21 o
14| = |1 1|+3|1 3|_0+3(3 2) =3
8 -3 1
Adj(A) = (—5 3 —1)
1 0 1
A‘1=mAdj(A)t=§ 3 3 0
1 -1 1

b. Puesto que la matriz A es inversible:
AX = A + B multiplicando por la inversa en ambos términos

AT'AX = A"'A+ A7'B por tanto X =1+ A™'B

1/8 =5 —1\/0 -1 2\ q/-7 -9 21
A7B=3(-3 3 o0]{1 0 -1)=2(3 3 —9)
1 -1 1/\2 1 o0 1 0 3

4
10 0\ q/-7 -9 21\ [~3 3 7
X=I1+A"B=|0 1 Oj+3{3 3 9= 1 2 -3
0 0 1 1 0 3 1 )

3

2. Un comerciante compré 200 kilos de melocotones, 100 de manzanas y 300
de peras. Los vende incrementando un 25% el precio de los melocotones y
de las manzanas y un 40% el de peras. Por la venta de todo el género
obtuvo 1087 euros de los que 257 fueron beneficio. Sabiendo que el precio
de compra del kilo de melocotones fue 50 céntimos mas caro que el del kilo
de peras, écual es el precio de compra del kilo de cada una de las frutas?

Solucién.
Primero definiremos las incognitas a utilizar:

x = Precio de compra de los melocotones
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y = Precio de compra de las manzanas
z = Precio de compra de las peras

El comerciante compré la fruta por un total de 1087 - 257 = 830 €, por
tanto:

200x + 100y + 300z = 830
El beneficio obtenido es gracias al incremento del precio, por tanto:
0.25-200x + 0.25 - 100y + 0.5 - 300z = 257, simplificando, 50x + 25y + 150 = 257

Por ultimo, la relacién entre el precio de las peras y los melocotones puede
expresarse como:

x =2z+0.5,esdecir,x —z=10.5
El sistema lineal queda como:

200x + 100y + 300z = 830
50x + 25y + 120z = 257
x—z=0.5

Resolveremos el sistema utilizando el método de Cramer:

830 100 300
257 25 120
05 0 -1
x IA] 4500
200 830 300
50 257 1200
105 -1
- - =18
Y 4| 4500
200 100 830
5025 257
1 0 05
d IA] 4500

3. Un restaurante ofrece cada dia desayunos, comidas y cenas. Los desayunos
cuestan 4 euros, las comidas 8 y las cenas 10. El ultimo dia se sirvieron
tantas comidas como desayunos y cenas juntos. La recaudacion total fue de
1116 euros. La recaudacion obtenida con las comidas supero a la de las
cenas en 156 euros.

a) ¢Cuantos desayunos, comidas y cenas se sirvieron?

b) ¢Qué beneficio se obtuvo si las ganancias de un desayuno son 2,5
euros, los de una comida 4 euros y los de una cena 5 euros?

Solucién

Primero definiremos las incdgnitas a utilizar:

x = Namero de desayunos, y = Namero de comidas, z = Nimeros de cenas
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x + z = y El Ultimo dia se sirvieron tantas comidas como desayunos y cenas
juntos.

4x + 8y + 10z = 1160 Se recaudaron 1160 euros en total

8y — 10z = 156 La recaudaciéon obtenida con las comidas superd a la de las
cenas en 156 euros.

Ordenando las ecuaciones, quedara el siguiente sistema lineal de
ecuaciones:

4x + 8y + 10z = 1116, resolveremos el sistema utilizando el método de Gauss

{ x—y+z=0
8y — 10z = 156

X—y+Z=0 x—y+Z:0
—4E, + E, > Ey; {12y+ 62z = 1116 ; —2E, + 3E; > Es; {12y + 62 = 1116
8y — 10z = 156 —42z = —-1764

Por tantoz = 42;12y + 6-42 = 1116;y =72;x — 72+ 42 = 0;x = 30
Se sirvieron 30 desayunos, 72 comidas y 42 cenas.
Los beneficios obtenidos seran:

30-25+4-72+5-42 =573€

Dadas las matrices A = (_11 _23) yB = ((1) _32) . Calcula:
a) (A-D?
by A-Bt
c) A-B!

Solucion

a) (A-1)?= (_01 _24) (_01 _24) - (_42 If)

b) A-Bt=(_11 _23)@ _Oz)=(_710 _64)

1
|B|

o _ o Y
A== () —23)+%(02 13)2(—1 —5;2>

o B =2adie)y =-: (7 )

5. Dos matrices A y B satisfacen las siguientes igualdades:

A+B=(g (3));A—B=(_11 (1))

a) CalculaAyB

b) Calcula la matriz X tal que AXA=B



BIES Departamento de Matematicas
ARreras

Solucidn

a) A+B+(A—B)=2A=(g g)+(_11 (1))=(g g);pormntoA:@ 3)

A+B=(§ g);portantoBz(g 3)—(? (2))=(§ (1))

b) SiAXA = B entonces X = A"'BA~! calcularemos la inversa de A:

4 = %Adj(A)t (% D

R Gy [l [ ey B i [y

1
X= Z((1) —?1)

6. Sean las matrices 4 = (_11 _12) ;B = G _31) 0= (_1 0)

a) Determinese la matriz ¢*°

b) Calculese la matriz X que verificaX A + 3B = C

Solucion

2 e G D6 )

oG G D6 Y-

Por tanto, al ser par el exponente de la potencia de la matriz pedida,
su valor es la matriz identidad de 2x2.

b) Despejando el valor de X en la expresién XA + 3B = C, queda:

X = (C—3B)A™1

A‘1=|;T|Ad]'(A)t:_1G D=0C1 D

x=(C—SB)A'1=<(}1 N-C i))(j =G DG DD

(13 17
X= (_1 2 )
0 a a
7. Se considera la matriz A = (a 0 a) dependiente del parametro real a.
a a 0

a) Determinese los valores de a para los que la matriz A es invertible

b) Para a=1, despéjese y determinese la matriz X de la ecuacién
matricial AX = A+ 2I, donde I representa la matriz identidad de orden
3.
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Solucidn

a) Sabemos que para que la matriz sea invertible su determinante debe
ser distinto de cero.

0

|A| = = 2a3; Por tanto, a tiene que ser distinto de cero.

Q ©Q

Q Q
o Q Q

b) Despejando X de la expresion matricial:
AX=A+2]; ATTAX =A"TA+ 247 ;X =1+2471

Por tanto habra que calcular la inversa de A cuando a=1

-1 1 1 0 1 1
A‘1=%<1 -1 1) yportantoX=<1 0 1)
1 1 -1 1 1 0
3 2 2 2 1 2 4 8
8. Sean las matrices 4 = (1 7 4> B = (5 3) C= (0 1 1)
4 5 2 0 1 0 0 1

a) Calculese el determinante de la matriz A-C-Ct- A7

b) Calcllese la matriz M = A- B. éExiste M~1?
Solucién

a) Como el determinante de un producto es el producto de los
determinantes:

|A-C-Cct- A7 = |A]-|C|-|C*| 1A

Ademas, sabemos que el determinante de una matriz y su traspuesta
son iguales. Por tanto:

|A-C-Ct- AT = |A]-|C|*-1A7Y

Ademas, sabemos que el determinante de la matriz inversa es el

inverso de matriz (JA~| = i). Por tanto:

1
JA-C-Ct-A7Y = |A]-|C]?-— = |C|?
|A]
2 4 8
|C] =10 1 1|=2se trata de una matriz triangular y por tanto su
0 0 1

determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

Solucién: |A-C-Ct- A7 = |A| - |C|? ﬁ: IC|2 = 4

3 2 2 2 1 16 11
b) M=A-B=<1 7 4>‘<5 3>=<37 26>
4 5 2 0 1 33 21
Como la matriz producto es de 3x2 (no es cuadrada) no existe la
matriz inversa.
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9. Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

a)
b)
Solucién

a)

b)

x+2y+z=1
x+2y+3z=0
x+ay+2z=0
Discutase para los diferentes valores del parametro a € R.

Resuélvase para a = 0.

Calcularemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 2 1
A=|1 2 3|=4-2a
1 a 2

El dnico valor que anula el determinante es a=2. Por tanto podemos
concluir que:

Si a # 2 el rango de la matriz de coeficientes, es 3, igual que el rango
de la matriz ampliada. Por el teorema de Rouché-Frobenius el
sistema es compatible. Al tener el mismo numero de ecuaciones que
de incognitas es determinado.

Si a = 2, deberemos calcular el rango de la matriz ampliada:

1 2 1 1
At = (1 2 3 0)
1 2 2 0
Tomemos el menor de orden 3 correspondiente a las tres ultimas
columnas:

2 1 1
2 30
2 2 0

=-2%#0

Por tanto, el rango de la matriz de coeficientes es 2 mientras que el
rango de la matriz ampliada es 3. Por el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es incompatible.

Resuélvase para a = 0.
Como sabemos que el sistema es compatible determinado,

conocemos el determinante de la matriz de coeficientes (4-2:-0=4)
utilizaremos el método de Cramer:

12 1 11 1 12 1
0 2 3 1 0 3 1 2 0

4 1 -2 1

x=002=—=1y=102=—Z=100=—=——

|4] 4 |4 4 |4] 4 2

k -1 0
10. Se considera la matriz A = (—7 k k)

a)

-1 -1 k

Estudiese para qué valores del parametro real k la matriz A tiene
inversa.
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b) Determinese, para k=1, la matriz X tal que X-A=I
Solucién
a) Para que la matriz A tenga inversa el determinante debe ser distinto
de cero:
k -1 0
[Al=1|-7 k k|=k+k*—-6k
-1 -1 &k
Resolvemos la ecuacién k3 + k? — 6k = 0; k(k* + k — 6) = 0;
x=0
Soluciones { x =2 Por tanto, A tiene inversa si k es distinto de los
x =-3
anteriores valores.
b) X sera la matriz inversa de A. Para calcularla utilizaremos la

expresion A~ = ﬁAdj(A)f =|-2

1

2
3

1

4
1

2 4
2 2
11. Se considera el sistema de ecuaciones dependientes del parametro real a:

(a—Dx+y+z=1
x+@-Dy+(a—-1Dz=1
x+az=1

a) Discutase el sistema segun los valores de a.

b) Resuélvase el sistema para a=3.

Solucion

a—1 1 1
a) La matriz de coeficientes es 4 = ( 1 a—1 a- 1).
1 0 a

|A| = a® — 2a? Resolvemos la ecuacidon a® —2a? =0;a%(a—-2) =0

Por tanto, si a #+ 00 a # 2 el sistema es compatible pues el rango (3)
de la matriz de coeficientes coincide con el rango de la matriz
ampliada (teorema de Rouché-Frobenius). Es determinado, pues el
numero de ecuaciones e incognitas es el mismo.

-1 1 1
Sia=0,4= ( 1 -1 —1) el rango de la matriz de coeficientes es 2.

1 0 0
Tomando el menor compuesto por las columnas primera, segunda y

-1 1 1 1
cuarta de la matriz ampliada ( 1 -1 -1 1>:
1 0 0 1
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-1 1 1
1 -1 1|=2=0 podemos afirmar que el rango de la matriz
1 0 1

ampliada es 3.

Por tanto, el sistema es incompatible pues el rango de la matriz
ampliada es distinto del rango de la matriz de coeficientes (teorema
de Rouché-Frobenius).

1 1 1
Sia=2, A= (1 1 1) el rango de la matriz de coeficientes es 2.
1 0 2
1 1 1 1
Como podemos observar en la matriz ampliada (1 1 1 1), no hay
1 0 2 1

ningun menor de orden 3 cuyo determinante sea cero, pues siempre
las dos primeras filas seran iguales. Por tanto, el rango de la matriz
ampliada y el rango de la matriz de coeficientes seran iguales a 2 y el
sistema sera compatible (teorema de Rouché-Frobenius). Al ser el
rango menor que el numero de incégnitas del sistema, sera un
sistema compatible indeterminado.

Para a = 3 el sistema es compatible determinado, por lo que
podremos utilizar el método de Cramer para resolver la ecuacion.

De calculos anteriores sabemos que |A| = a® — 2a?; |[A| =9

2 1 1
A=<1 2 2)
1 0 3

11 1 2 1 1 2 1 1
122 112 12
1o 3_>_1 _11 1 3_1 __11 0 1l_=

=7 9 37 9 977 9 9



