INTEGRALES

ALGUNAS TECNICAS ELEMENTALES DE
INTEGRACION Y APLICACIONES



Definicion
Dadas dos funciones reales f y F definidas en un mismo dominio. La

funcion F es una funcion primitiva de f, si F tiene por derivada a f. Es
decir:

F esprimitivade f © F' = f

Si el dominio de una funcion es un intervalo, entonces el conjunto de
las primitivas de f es de la forma:

F(x)+C,C eR

Al conjunto de las primitivas de una funcion f se llama integral
indefinida y al numero real C se le denomina constante de integracion



Notacion

La notacion:

jf(x)dx =F(x)+C

Donde Ces un namero real arbitrario, indica que Fes una primitiva de £,
es decir, que F(x) = f{x)en todo el dominio de la funcion.



Ejemplos
jde=2x+C Pues 2x +C)' =2
jBx2 dx=x3+C Pues (x3 4 C)' = 3x*
J4t dt = 2t*+ C Pues (2t*> + C)' = 4t

j9t2 dt =3t3+C Pues (3t3 + C)' = 9t?



Relacion entre derivada e integral

La relacion inversa entre derivada e integral puede representarse de
forma simbdlica de las siguientes formas:

d La derivada es la inversa de la
I jf(x) dx|=f(x) integracion

jf'(x) dx = f(x)+ ¢ Laintegral eslainversade la
derivada



Reglas basicas de integracion
[ dx = kx + €, donde k es una constante
[ r@ax =k [ rooax
[+ 9)ar= [ reax+ [ g ax

| -g@)ax= | ferax- [ gt ax

K1
jx"dx= +C,n=+-—1
n+1



L
Ejemplos |

x? 5
JSxdx=5fxdx=57+C=§x2+C

j—dx—jx‘zdx=—x_1+6

1 1 1 3 4
J"{/de=fx3dx=1 +C_Z x3+C

g+1

1
J(x+4)dx=jxdx+j4dx=§x2+4x+C

f(4x3—5x+2)dx=f4x3dx—f5xdx+f2dx=x3—§x2+2x+C



Ejemplos I

En algunas ocasiones, reescribir las funciones a integrar puede
permitirnos solucionar la integral con mas facilidad:

jXHd Jx+1d jl‘%d +f 2 d f%d +f 2 d
= — — = X X X = X X X X =
7 X N x x




Soluciones particulares

Si entendemos el calculo de una integral indefinida como una ecuacion
de la forma

y=jf(x)dx=F(x)+C

No tiene una unica solucién, pues es un conjunto de funciones
desplazadas respecto al eje de ordenadas, por el parametro C de la
solucion.

Es posible obtener una Unica solucion si tenemos un valor inicial
(condicion inicial), es decir si conocemos el valor de F en algun punto.



L
Ejemplo

Encontrar la solucion generalde F'(x) =3x—2 y la solucion particular

cuando F(1) =3

3
j(3x—2)dx=3[xdx—2fdx=§x2—2x+c

Para encontrar la funcién dada la condicion
inicial, sustituimos el valor de x e igualamos al
valor de su imagen:

312 2 1+c—3=>3 2+4C=3=>C=3 L5
2 N 2 B N 2 2

Por tanto, la funcion buscada es:

5
Familia de funciones F(x) = %xz —2x+C F(x) = EXZ —2x+ 5



Ejemplos

1
f(x+3)dx=dex+]3dx=zx2+3x+C

1
J(x3+2)dx=fx3dx+j2dx=Zx4+2x+C

[ R




Regla general de la potencia

Si u(x) es una funcion derivable en x, entonces:

du 1
Ju"-adx=fu"du=1+—nu"+1+C,n¢ —1

Para poder utilizar esta regla primero hay que identificar la potencia y
posteriormente encontrar, Si es que se encuentra, la derivada de la
base.



Ejemplos (regla de la potencia)

| N u(x) =5x—2
jS(Sx—2)3dx=Z(5x—2)4+C

| u'(x) =5

u(x) =x% -5

— 1 1
ij x2—5dx=j2x(x2—5)2dx= T

‘ 1+i

1 3
(2 -5)"2 =2 (x2 - 5) +C

u'(x) = 2x

‘ u'(x) = —6x

— _ 1 _
(1_§§2)2dx=j—6x(1—3x2) 2dx=—§(1—3x2) ‘tc

‘ u(x) =1 — 3x?



Integrales de funciones exponenciales

Si u(x) es una funcion derivable en x, entonces:

du
jeuadx=feudu=e”+6

Para poder utilizar esta regla hay que identificar la exponencial y la
derivada del exponente como factor.



Ejemplos (integrales de exponenciales)
jZezx dx = e** + C

1
f(ex+x)dx=fexdx+jxdx=ex+§x2+C

f e2Xxtl 5 — J§82x+1 dx = %j 202%t1 1y = %82x+1

-2 7 7
j7xe_x2dx = 7]_—2xe_x2dx = —EJ —2xe X dx = —Ee_xz +C



Funciones cuya integral es un logaritmo

Si u(x) es una funcion derivable en x, entonces:

dx = Ln|lu(x)| + C

j du /dx
u(x)



Ejemplos

3 1
f—dx=3J—dx=3Ln|x|+C
X X

X 2 x 1(2x . 1
jﬁdxzjzﬁdxzzJFdx=§Lnx +C

f 1 d‘JB 1 d—lj  dx =il 41+C
3+ 1T 33+ 1 T3 B 1 T3



ALGUNAS TECNICAS DE
INTEGRACION

Integracion por partes y de funciones racionales
basicas



Integracion por partes

Si u(x) y v(x) son funciones derivables en X, entonces:

judv=u-v—jvdu

Esta técnica es interesante cuando hay que integrar un producto, o se
encuentran expresiones relacionadas con funciones logaritmicas o
exponenciales.

Dependiendo como se elijja u y v la integral que queda pendiente
puede ser mas sencilla o complicada de resolver.



L
Ejemplo |

u=x =>du=dx
fudv=u-v—jvdu dv = e*dx = v = e*
]xexdx=x-ex—jexdx=x-ex—ex+C=ex(x—1)+C

La eleccidon de cada elemento en este método se realiza normalmente
en relacion a la simplicidad de los elementos que resultan en la
integral.



L
Ejemplo I

1 1 1
szLnxdx =—x3-Lnx—j—x3—dx=
3 3 x

1
u=1Lnx =2du=—dx
Judv=u'v—jvdu X

1
dv=x2dx=>v=§x

El calculo de la funcion v se realiza integrando, por lo que hay que
elegir dv de tal forma que la integral a realizar se calcule de forma
sencilla.



Fracciones parciales

Podemos expresar el cociente de dos polinomios donde el polinomio numerador es de
menor grado que el grado del polinomio denominador en sumas de cocientes de
polinomios de menor grado.

Para realizar la descomposicién se calculan las raices del polinomio denominador.
Posteriormente, de descompone el cociente dependiendo de la multiplicidad de las raices
(no se explica la descomposicion en factores cuadraticos que es el caso general).

P(x) P(x)
Qx)  (x—apm - (x—a)" - (x — apy)™m

m

donde grado(Q(x)) = z n;

=1

A cada factor del denominador le
corresponde la suma de fracciones
de la forma:

I T
(x—a;) (x—a)? (x —a)™




7 El polinomio numerador tiene menor grado que
_ - el polinomio denominador. Procedemos a
A expresar el cociente con suma de fracciones

parciales.

1++v25 x = 3  Calculamos las raices del
X2 —-x—-6=02x=—"—>

2 x = —2 denominador:

Igualamos la expresion racional a la suma de fracciones parciales,
atendiendo a la multiplicidad de las raices:

x+7 A B A(x+2)+B(x-3)

2 _x—6 x-3 x+2_ (x +2)(x = 3)




Ejemplo | (continuacion)

Igualando los anteriores numeradores y posteriormente igualando cada
uno de los coeficientes de los polinomios:

x+7=Ax+2)+B(x—-3) =

7 = 2A — 3B para los coeficientes de grado cero A=2
.. ) =
1 =A+ B paralos coeficientes de primer grado B=-1

Por tanto la funcidn racional puede expresarse como

x+7 2 —1

xz—x—6_x—3+x+2




Ejemplo Il
. El polinomio numerador tiene menor grado que
el polinomio denominador. Procedemos a
x(x —1)° expresar el cociente con suma de fracciones
parciales (ya se encuentra el polinomio
denominador factorizado).

1 A B C  Alx—-1)*+Bx(x—1) +Cx

x(x—1)2=;+x—1+(x—1)2_ x(x —1)2

Igualando los coeficientes de los numeradores de ambas expresiones:

A+B=0 (coeficientes de grado 2)
—2A—B + C =0 (coeficientes de grado 1)
A=1 (términos independientes)



Ejemplo Il (continuacion)
Resolviendo el sistema lineal queda:

A=1;B=-1yC=1

Por tanto la funcidn racional puede expresarse como




L
Integrales de funciones racionales

Una funcion racional es un cociente entre dos funciones polinomicas,
teniendo la forma.

P(x)

0™

El método para resolver una de estas integrales pasa en primer lugar
por reducir esta expresion a otra equivalente, donde el polinomio
denominador tenga mayor grado que el polinomio del numerador. Esto
se puede conseguir dividiendo ambos polinomios.

Posteriormente, se procedera a expresar el cociente de polinomios
como suma de fracciones parciales.



Ejemplos |

jx+7d_J2+—1d_J2dJ1d_
x2—x—6 =) =3 x+2 7

T—B x+ 2
x+7 2 -1 Expresamos la funcion racional como
Y —x—6 x—3 x4+, fracciones parciales

=2ln(x—3)—Ln(x+2)+C

jx(x—l)deTj( - (x—11)2>dx=f%dx_Jxi1dx+jﬁdx—

x(x —1)2 E X — (x — 1)2 Expresamos la funcion racional como
fracciones parciales

=Inx—In(x—-1)-(Gx-1"1+C



Ejemplos I

x> +x—1 x34+x—1 x34+x—1
j dx—Jx+1+ 7 dx=fxdx+fdx+f dx =

x* — x3 x* — x3 x* — x3
. T El polinomio del numerador de la funcion racional
x>+ x — BEx—-1 :
—x+1+——_— tiene mayor grado que el denominador, por tanto,
x* —x3 x* —x3 e
dividimos
x2+ +Jx3+x—1d x2+ +j1+ 1 J
= — 4+ x x=—+x X =
2 x* — x3 2 x3 x-—1

T

Exp!fesamos la funC|o.n racional que queda Bhx—1 xP4x—1 1 1
por integrar con fracciones parciales X — B x—1) B x-1

1 x* 1
=—+x+f—dx+J dx =—+x—-—+Ln(x—-1)+C
x—1 2 2x?



ALGUNAS APLICACIONES
DE LAINTEGRAL

Integral definida y regla de Barrow



Teorema fundamental del calculo

Siuna funcion f continua en el intervalo [a,b] y f es mayor o igual que
ceroy F, que mide el area sombreada, se encuentra definida en dicho
Intervalo: entonces se verifica que F es derivable y su derivada
coincide con la funcion f para cualquier valor de intervalo [a,b].




Calculo de areas

Si una funcion f continua en el intervalo [a,b] y f es mayor o igual que
cero y deseamos calcular el area limitada por la funcion, el eje de
abcisas y las rectas verticales x=a y x=b, entonces podemos calcular
una funcién primitiva de f , (sea F) siendo el area F(b) — F(a).

Area: F(b)-F(a)
siendo F una primitiva de f




L
Ejemplo

Célculo del area del recinto limitado por la funciéon f(x) = —2x?% + 2, el
eje de abcisas y lasrectasx =-1y x = 1.

Puesto que la funcion es positiva en el intervalo
[-1,1], bastara con calcular una primitiva de la
funcion f.

2
F(x) = J —2x% 4+ 2dx = —§x3 + 2x

']
-15 1 -0.5 ]
-05
f

Area:
8

F(l) - F(—l) — —213 +2-1 +§(—1)3 —2- (—1) — g unidades cuadradas



Integral definida

Sif es una funcion continua y mayor o igual que cero en el intervalo
[a,b], se llama integral definida de f entre ay b al area de la region
limitada por la curva y=f(x), el eje OX y las rectas verticales x=a y x=b.
Se representara por:

fbf(x)dx

Sif es una funcion continua y menor o igual que cero en el intervalo
b . , .

[a,b], entonces fa f(x)dx sera el opuesto del area anteriormente

descrita.

Si f es una funcion continua que va cambiando de signo a lo largo del
Intervalo [a,b], es posible dividir el intervalo en otros mas pequenos
gue cumplan con alguna de las anteriores condiciones.



Regla de Barrow

Sif es una funcion continua en el intervalo [a,b], y F es cualquier
primitiva de f entonces:

b
| reodx =F) - F@

1 1 1
3dx =~ 14—~ (-1)* = 0
j_lx x =7 4( )

Primitiva

1
jx3dx=zx4+C




Teorema del valor medio del calculo
integral

Sif es una funcion continua en el intervalo [a,b], existe un valor c
entre a 'y b tal que:

b
| redx = fb - 0

Al nimero f(c) se le llama valor medio de f del intervalo [a,b].



Calculo de areas entre dos curvas |

Vamos a calcular el area limitado por las
funciones f(x) = x* — 2x3 y g(x) = x?

Primero calculamos los puntos de corte entre
las dos funciones, resolvemos la ecuacién x? =
x* — 2x?, por tanto:

x=0
x*—3x2=0=2>x2(x2-3)=0=< x=+3
. 1 x=—V3
: 1 ° Como la grafica de g(x) queda por encima de la
grafica de f(x), el area se pude calcular con la

siguiente integral:

V3 V3 x5 /—3 12
—_ = — x4 2 = —— 3 = —
j_ 3(g(x) f(x))dx J_ : x* 4+ 3x°dx z + x 378 V3



Calculo de areas entre dos curvas Il

Vamos a calcular el area limitado por las
funciones f(x) = x? — 4y g(x) = —x? — 2x
entre los puntos x =-2.5yx=1

flz) = a® —4

En este caso la funcion f queda por encima de
g en el intervalo [-2.5,-2] y al contrario en el
intervalo [-2,1]. Por tanto, el area puede
calcularse utilizando la siguiente suma;

-2 1
(F0) - gG)dx+ | (96 = FG0)dx
—-2.5 -2

glz) = —a* - 2|z

- _( 1 -2 _
j_zs(f(x) —g(x))dx = j—z.s(f(x) — g(x))dx =oxt+x% - 4x =7

fl( () = f(x))d ——3x3—x2+4x[1 =9
_ng x))dx = 3 =

., 5 59
Solucion: p +9 = -



Calculo del area entre OX y una curva

Vamos a calcular el area limitado por la
funcion f(x) = x3 —x%2 — 2x y el eje OX.

En este caso la funcion f queda por encima del eje /
OX en el intervalo [-2,0], quedando por debajo en

el intervalo [0,1].
Por tanto el area vendra definido por la integral:

2
] x3 — x?% — 2xdx
0

I
[os]
1

0
Area = f x3 — x2% = 2xdx +
~1

Area=]0x3—x2—2xdx+ j2x3—x2—2xdx =%x4—%x3—x2] 0
-1 0
SR I SO A R ST



Calculo del area entre OX y una funcion
impar |

Vamos a calcular el area limitado por la funcién f(x) = xVx? —4 vy el
eje OX. Para este fin primero se comprueba gue la funcion es impar:

fO)=xVx? =4 yf(-0) = —x/(-0)? -4 =—f(x)

Como puede observarse, los punto de
corte con los ejes son (-2,0), (0,0) y (2,0). fl@) = = /4 ah-

Formandose dos areas del mismo tamaiio,

por tanto para el calculo del total podemos
utilizar el doble del area limitada por la
funcion y el eje OX desde (0,0) hasta (2,0)




Calculo del area entre OX y una funcion
impar |l

. g 1 2

Area = 2 4 x2dy=2[—2.%. RAY:
rea jox x2dx (23\/( x))]O
16

3




