MATRICES

Operaciones
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Definicion

Sim y n son dos numeros enteros positivos, una matriz de m x n, es
una estructura ordenada en m filas y n columnas, cuyos elementos se
identifican por el nUmero de fila y columna que ocupa:
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Orden de una matriz

Se entiende por orden de una matriz, el numero de filas y de columnas
(en este orden) que componen la matriz.

Ejemplos:

1 O
A= (_ 3 6) El orden de esta matriz es 3 x 2 (tres filas por dos columnas)
4 2

1 2
B = (1 1) El orden de esta matriz es 2 x 2 (dos filas por dos columnas)

1
C = (3) El orden de esta matriz es 3 x 1 (tres filas por una columna)



Notacion

- Para hacer referencia a una matriz se utilizara una letra mayuscula,
también podremos utilizar una expresion del tipo (a;;)

- Para indicar un elemento de la matriz de posicion la fila i y la columna
j utilizaremos una letra minuscula con dos sub-indices, el primero se
correspondera con la fila y el segundo con la columna que ocupa el
elemento.

Ejemplo

Cuando deseamos hacer _
1 0 referencia a un elemento genérico
A=|-3 6 a,, = -3 de la matriz utlizaremos el
4 7 elemento a; elemento de lafilaiy
ag, = de columnajj.



lgualdad de matrices

Dos matrices A= (a;;) y B= (b;;) son iguales si sus érdenes son
iguales y cada uno de los elementos de cada una de las posiciones de
las matrices son iguales, es decir, a;; = b;j,Vi €{1,..,n}yVj €

{1, ...,m} siendo n x m el orden de ambas matrices.

Ejemplo: ¢cuanto deben valer x e y para que ambas matrices sean iguales?

1 2 -1 4 1 2 -1 4
A= (x 1 0 3) yB = (O y 0 3)
3 0 1 7 3 0 1 7
Solucion:
Puesto que ambas matrices tienen igual orden, entonces x que ocupa la segunda fila

primera columna debe tener el valor del elemento que ocupa igual lugaren B, estoesO ey
debe tener, por analogo motivo, el valor 1.



Suma de matrices

La suma de dos matrices A= (a;;) y B= (b;;) con igual orden, es otra
matriz del mismo orden, obtenida de la siguiente forma:

A+B=(a;; + b;;) Vi €{1,..,n}yVj €{1,..,m} siendo n x m el orden
de las matrices.

La suma de matrices de distinto orden no esta definida.

1 2 3 -5 1+3 2-5 4 =3
<0 6>+<5 O>=< 0+5 0+6]|=1|5 6
-1 4 10 1 -1+10 1+4 9 5

Rango 3x2 Rango 3x2 Rango 3x2

Ejemplo:



Producto de un escalar por una matriz

El producto de un escalar (nimero real) k por una matriz A= (a;;), €s
otra matriz del mismo orden, obtenida de la siguiente forma:

k-A=k - (a;;) = (k- a;;)Vi €{1,..,n}yVj €{1,..,m}siendonx m el
orden de la matriz.

Ejemplo:

1 2
A= 0 6| k=2 ;
-1 4



Propiedades de la suma de matrices y el
producto por un escalar

Si A, By C son matrices de orden mxn y Ky s son niumeros reales, las
siguientes propiedades son ciertas:

* Propiedad conmutativa de la suma de matrices: A+ B=B + A
 Propiedad asociativa de la suma de matrices: (A+B)+C =4+ (B + C)
 Propiedad asociativa respecto del producto escalar: (k-s) - A=k (s A)
* Propiedad identidad respecto del producto escalar: 1-4A=A

* Propiedad distributiva respecto de la suma de matrices:
k-(A+B)=k-A+k-B

» Propiedad distributiva respecto de la suma de escalares:
(k+s)-A=k-A+s-A



Ejemplo: resolucion de una ecuacion
matricial

Resolved la ecuacion matricial 2X - A = B siendo A = (_1 g)y B =
G 4

2 4

Solucion:

1
2X — A = B,por tanto,2X =B+ A =>X=§(B+A)



Producto de matrices

El producto de dos matrices A= (a;;) de orden nxm y B= (b;;) con

orden mxp, es otra matriz de orden nxp, obtenida de la siguiente
forma:

A-B=(c;;) Vi €{1,..,n}yVj €{1,...,p} donde cada elemento se ha
construido de la siguiente forma:

Cij = Qi1 * byj + Qip - byj + =+ Ay * by
Importante:

- no es posible multiplicar cualesquiera dos matrices, la primera de ellas debe
tener el mismo numero de columnas que de filas la segunda matriz.

- La matriz producto tendra tantas filas como la primera matriz y tantas
columnas como la segunda matriz.



Ejemplo | (producto de matrices)

1 2
Calculo del productode Ay B: 4= ( 0 6);3 = (3 1)

12\ ., 1-942-7 1-142-4 7 9
A-B=<O 6>~(2 4)=<0-3+6-2 0-1+6-4 |=[ 12 24

-1-2+4-2 -1-1+4+4-4 5 15

3X2 2X2 3X2



Ejemplo Il (producto de matrices)

1 2 0 -2 0
(1 1 6);B = ( 0 —4)
3 —2 8 1 2

—2+0+0 0—-8+0 -2 -8
(—2+0+6 O—4+12>=< 4 8)
2

—-6+0+8 O0+8+16 24

Calculo del productode Ay B: A4

1 2 0\/-2 0
A-B = (1 1 6)( 0 —4)
3 -2 8 1 2

3x3 3x2 3X2




Propiedades del producto de matrices

Sean A, B y C matrices y k un numero real, entonces:

1. A-(B-C)=(A-B)-C (propiedad asociativa)

2. A-(B+C)=A-B +A-C (propiedad distributiva por la izquierda)
3. (B +C)-A=B-A + C-A (propiedad distributiva por la derecha)

4. k-(B-C)=(k-B)-C=B:(k-C) (propiedad asociativa del producto por un escalar)



Matriz traspuesta

La traspuesta de una matriz A de orden mxn es una matriz de orden
nxm que se forma a partir de aquella al intercambiar las filas por las
columnas de forma ordenada.

La traspuesta de una matriz se notara por AL,

Ejemplos
| |
1'/2 >
_ r (1 0 -1
A‘(_ﬂ 2) A= )
L]
1 2 0 1 1 3
B=(1 1 6 Bt=12 1 =2
3 -2 8 0 6 8



Propiedades de la matriz traspuesta

7. (AHt =4

2 (A+B)t=A"+B?

2 (k-At=k-A' VkeR
42 (A-B)t =Bt At

5 (A—l)t — (At)—l



D
Matriz identidad

La matriz identidad de orden n x n (siempre debe ser cuadrada) es una
matriz compuesta de ceros, salvo los elementos de su diagonal, que
deben ser 1.

OO R
cOR O
_ o o

0
0
0
S |
0O 0 0 0 1
Importante

La matriz identidad Unicamente tiene sentido para matrices cuadradas

Notaremos por |, a la matriz identidad de orden n. Cuando se sobreentienda la
dimension se denotara Unicamente por I.

Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces A- |,= | -A=A



Matriz inversa

Sea A una matriz de orden n x n, y sea |, la matriz identidad de orden
n X n. Si existe una matriz A tal que:
A1l. A=A Al=

In

Entonces Al se denomina la inversa de A.

¢Es Alamatrizinversade B? A = (_11 _‘;’) yB = (—f —f)

8= 57 =0
Ba=(7 ) (G 56 9

Por tanto, ambas matrices son inversas



Un método para el calculo de la matriz
inversa |
1 4

Seala matriz A = ( 1 3
utilizando un sistema lineal de ecuaciones:

), podemos calcular la matriz inversa

La matriz inversa debe ser cuadrada de orden 2x2, por tanto, tendra esta

forma: A™! = ( ba dc) y debe cumplir que:

A-A71 = (_1 _g) : ( ba dc) = ((1) 2) por tanto, resulta:

a+ 4b c+4d\ _(1 O . . _
(_a _3p —e— Bd) = (0 1), que utilizando la igualdad de matrices
proporciona dos sistemas lineales (continua...)



Un método para el calculo de la matriz
inversa |l

El problema queda reducido entonces a resolver dos sistemas de
ecuaciones lineales (tened en cuenta las columnas de la anterior

expresion):

{a+4b=1 {c+4d=0

—a—3b=07|=c—3d =1
: a-1_ (-3 —4
Resolviendo: A~ = ( 1 1)

Notese, que las matrices ampliadas de los anteriores sistemas
unicamente se diferencian en la columna correspondiente a los
téerminos independientes y ésta se corresponde con cada una de las
columnas de la matriz identidad. Este hecho, proporciona el siguiente
algoritmo para el calculo de la matriz inversa.



Calculo de la matriz inversa

Sea A la matriz de orden n x n, para calcular su inversa procederemos
de la siguiente forma:

1. Adjuntamos las matrices A e |, siendo ésta la matriz identidad de
orden n. Se formara una matriz de orden n x 2n siendo las n
primeras columnas las de la matriz A y las n dltimas columnas las
de la matriz identidad.

2. Sl es posible, mediante operaciones elementales de filas, convertir
la matriz A en |, en las posiciones donde se encuentra la matriz |,
obtendremos la inversa de A.

3.  Comprobad el resultado.



L
Ejemplo |

1 -2 -1
Calculo de la matriz inversa de A = <0 -1 2 )
1 -2 0

Solucion:  Adjuntamos las matrices A e |
1 -2 -1 i 1 0 0
(0 -1 2 i 0 1 0)
1 -2 0 : 00 1
Aplicamos operaciones elementales de fila:

1 -2 -1 i 1 0 0
(0 L2 8 (1) (1) Operaciones realizadas por fila

1 -2 0 E +F -

1 -2 -1 : I ’

(o -1 2 o 1 0 'F2+2F3 P

0 0 1 i -1 FotFet2F, —> K

1 -2 -1 :

(o 1 0 : —2 —1 2 -4 =2 5

0 0 1 : -1 ResultadoA™ ' = -2 -1 2
-1 0 1



L
Ejemplo I

3 6 3
Calculo de la matriz inversa de A = <1 1 O)
1 2 1

Solucion: - Adjuntamos las matrices A e |,
363 :i 10 0
(1 10 :0 1 o)
12 1:00 1

Aplicamos operaciones elementales de fila:

3 6 3 1.0 0 Operaciones realizadas por fila
(1 1 0 0 1 0)

121 : 00 1 -3F,+F; Fi

3 6 3 1 0 0
(0 3 3 i 1 -3 0) -3F5tF, Fs

0 0 0 1 -3 1

Resultado: A1 no existe pues la tercera fila estd compuesta de ceros y no sirve
para alcanzar la matriz identidad .



Representacion de un sistema lineal

Todo sistema lineal de n ecuaciones y m incognitas se puede
representar como una ecuacion matricial, asi, el producto de la matriz
de coeficientes de orden nxm, por una matriz columna de m filas sera
igual a la matriz columna de n filas.

Ejemplo:
x+2y—z+4t=1

El sistema de 3 ecuaciones y 4 incognitas: {x +y + 3t =0
3x +z+7t=2

Puede ser representado por la siguiente ecuacion matricial:

1 2 -1 4/ 1
11 0 3|(7]=(o
30 1 7 2

t



L
Solucion de sistemas utilizando AL

Si un sistema lineal dispone de n ecuaciones y n incoégnitas, y la
matriz de coeficientes es invertible (existe su matriz inversa lo que
equivale a decir que el sistema tiene una unica solucion), entonces se
puede resolver el sistema de la siguiente forma:

AX = B = X = A™1B, siendo A la matriz de coeficientes (orden nxn), X
la matriz columna de incognitas (orden nx1) y B la matriz columna
(orden nx1) de términos independientes.



L
Ejemplo |

x+2y—z=1
Resolved el sistema y+2z=-1
X — 2y =2

Solucion: Representamos el sistema como una ecuacion matricial AX=B, donde:

1 -2 -1 1 X
S R PG
1 -2 0 2 z

-4 -2 5
Calculamos A~ ! = (—2 -1 2) y resolvemos: X = A~1B, quedando:
-1 0 1

(0

Siendo la solucion x=8; y=3;z=1



CLASIFICACION DE
MATRICES




Segun su forma o dimension

Matriz fila: consta de una sola fila. Ejemplo (1 2 0 1)

1
Matriz columna: consta de una séla columna. Ejemplo (0)
3

Matriz cuadrada: tiene igual namero de filas que de columnas. Ejemplo (2 411)

Matriz rectangular: tiene igual distinto numero de filas que de columnas.

-2 0
Ejemplo( 0 —4)

1 2



Segun sus elementos |

0 0
Matriz nula: Todos sus elementos son cero. Ejemplo: (0 0)
0 0

Matriz diagonal: Matriz cuadrada cuyos elementos que no se encuentran

1 0 O
en la diagonal principal son cero. Ejemplo: (0 1 0)
0 0 8

Matriz unidad: Matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son todos 1.

1 0 O
Ejemplo:(O 1 O)

0 0 1



Segun sus elementos I

Matriz triangular superior: Matriz cuadrada cuyos elementos por debajo de la

1 2 3
diagonal son cero: Ejemplo: (0 1 1)
0 0 8
Matriz triangular inferior: Matriz cuadrada cuyos elementos por encima de la

1 0 0
diagonal son cero: Ejemplo: (2 1 0)
3 0 8



